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　　　五阶常微分方程的

犘犲狋狉狅狏?犌犪犾犲狉犽犻狀谱元法

王金平，庄清渠

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　通过区间剖分，降低数值逼近多项式的阶数，构造满足试探函数空间和检验函数空间的基函数，使得

离散问题所对应的线性系统的系数矩阵是稀疏的，并可以进行有效地求解．数值算例验证了五阶常微分方程

的Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元法的有效性和高精度．
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谱方法作为数值求解微分方程的方法之一，已被广泛应用于自然科学和工程技术问题的数值计

算［１?７］．近二十年来，奇数次高阶微分方程基于谱方法的数值模拟也受到不少科研工作者的关注
［８?１３］．由

于奇次高阶微分方程的高阶项缺少对称性，若使用配置点法求解奇次高阶微分方程边值问题，如果不能

选取恰当的配置点或采用高阶多项式进行逼近，容易导致条件数比较高，造成计算不稳定［１０］．吴胜等
［１３］

提出Ｌｅｇｅｎｄｒｅ?Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元法对三阶微分方程进行求解．由于将计算区间进行剖分，在每个区

间上不需要使用太高的多项式阶数，将问题分解成一系列子问题后再用Ｓｃｈｕｒ补过程进行求解，计算稳

定，且具有高精度．本文研究五阶常微分方程的Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元逼近，主要考虑方程的数值计算．

１　犘犲狋狉狅狏?犌犪犾犲狉犽犻狀谱元法

记Λ＝（－１，１），设α和β为正常数．考虑五阶常微分齐次边值问题，即
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α狌＋β狌狓，狓，狓－狌狓，狓，狓，狓，狓＝犳，　　狓∈Λ，

狌（±１）＝狌狓（±１）＝狌狓，狓（１）＝０
｝．

（１）

首先，将区间Λ剖分成犓（犓≥２）个子区间

Λ犽 ＝ （犪犽－１，犪犽），　　犽＝１，２，…，犓．

上式中：－１＝犪０＜犪１＜…＜犪犓＝１．记犺犽＝犪犽－犪犽－１，犺＝ｍａｘ１≤犽≤犓犺犽．

定义区间Λ犽 到参考区间Λ 的坐标变换为

狓^犽 ≡狓^犽（狓）＝
２

犺犽
狓－

犪犽＋犪犽－１
犺犽

，　　狓∈Λ犽．

　　定义分片多项式空间为

犘犖；犓（Λ）∶＝ ｛狌；狌狘Λ犽 ∈犘犖（Λ犽），犽＝１，２，…，犓｝，

上式中：犘犖 为Λ犽 上次数不超过犖 的全体多项式组成的空间．

用犖表示离散参数（犖，犓）．定义试探函数空间和检验函数空间为

犞犖 ＝ ｛狌；狌狘Λ ∈犘犖，犓（Λ）；狌∈犆
１（Λ），狌（±１）＝狌狓（±１）＝狌狓，狓（１）＝０｝，

犠犖 ＝ ｛狌；狌狘Λ ∈犘犖＋１，犓（Λ）；狌∈犆
２（Λ），狌（±１）＝狌狓（±１）＝狌狓，狓（±１）＝０｝．

则问题（１）的Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元逼近形式为找狌犖∈犞犖，使得

α（狌犖，狏犖）－β（
２
狓狌犖，狓狏犖）＋（

２
狓狌犖，

３
狓狏犖）＝ （犳，狏犖），　　狏犖 ∈犠犖． （２）

　　为了方便表达，将式（２）记为α（狌犖，狏犖）＝（犳，狏犖），记

犞

犽
犖∶＝ ｛狌

犽；狌犽 ∈犘犖（Λ犽），狌
犽（犪犽－１）＝狌

犽（犪犽）＝狌
犽
狓（犪犽－１）＝狌

犽
狓（犪犽）＝狌

犽
狓狓（犪犽）＝０｝，

犠

犽
犖∶＝ ｛狌

犽；狌犽 ∈犘犖＋１（Λ犽），狌
犽（犪犽－１）＝狌

犽（犪犽）＝狌
犽
狓（犪犽－１）＝狌

犽
狓（犪犽）＝

　　　　狌
犽
狓，狓（犪犽－１）＝狌

犽
狓，狓（犪犽）＝０｝

烍

烌

烎．

（３）

　　定义

φ
犽
犼 ＝

犔犼（^狓犽）－
２犼＋３
２犼＋７

犔犼＋１（^狓犽）－
２（２犼＋５）

２犼＋７
犔犼＋２（^狓犽）＋

２（２犼＋３）

２犼＋９
犔犼＋３（^狓犽）＋

　　　　
２犼＋３
２犼＋７

犔犼＋４（^狓犽）－
（２犼＋３）（２犼＋５）
（２犼＋７）（２犼＋９）

犔犼＋５（^狓犽），　　狓∈Λ犽，

０， 其他

烅

烄

烆 ．


犽
犼 ＝

犔犼（^狓犽）－
３（２犼＋５）

２犼＋９
犔犼＋２（^狓犽）＋

３（２犼＋３）

２犼＋１１
犔犼＋４（^狓犽）－

　　　　
（２犼＋３）（２犼＋５）
（２犼＋９）（２犼＋１１）

犔犼＋６（^狓犽），　　　　　　　　　狓∈Λ犽，

０， 其他

烅

烄

烆 ．

则可以验证

犞


犖 ＝ｓｐａｎ｛φ
犽
０，φ

犽
１，…，φ

犽
犖－５｝，　　犽＝１，２，…，犓，

犠

犽
犖 ＝ｓｐａｎ｛

犽
０，

犽
１，…，

犽
犖－５｝，　　犽＝１，２，…，犓

烍
烌

烎．

（４）

　　令

犞


犖∶＝ ｛狏；狏
犽
∈犞


犽
犖，犽＝１，２，…，犓｝，

犠


犖∶＝ ｛狏；狏
犽
∈犠


犽
犖，犽＝１，２，…，犓｝

烍
烌

烎．

（５）

　　当犽＝１，２，…，犓－１时，令

Φ
犽
１ ＝

３

５
犔０（^狓犽）＋

３

５
犔１（^狓犽）－

１

７
犔２（^狓犽）－

１

１０
犔３（^狓犽）＋

３

７０
犔４（^狓犽），　　狓∈Λ犽，

１

２
犔０（^狓犽＋１）－

９

１４
犔１（^狓犽＋１）＋

１

６
犔３（^狓犽＋１）－

１

４２
犔５（^狓犽＋１），　　 　　狓∈Λ犽＋１，

０， 其他

烅

烄

烆 ．
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Φ
犽
２ ＝

（－
３

１０
犔０（^狓犽）－

１

１０
犔１（^狓犽）＋

５

１４
犔２（^狓犽）＋

１

１０
犔３（^狓犽）－

２

３５
犔４（^狓犽））

犺犽
２
，　　狓∈Λ犽，

（１
５
犔０（^狓犽＋１）－

１

７
犔１（^狓犽＋１）－

３

１４
犔２（^狓犽＋１）＋

１

６
犔３（^狓犽＋１）＋

１

７０
犔４（^狓犽＋１）－

　　　　　　
１

４２
犔５（^狓犽＋１））

犺犽＋１
２
， 狓∈Λ犽＋１，

０， 其他

烅

烄

烆 ．

Φ
犽
３ ＝

（１
１５
犔０（^狓犽）－

２

２１
犔２（^狓犽）＋

１

３５
犔４（^狓犽））（

犺犽
２
）２，　　狓∈Λ犽，

０， 狓∈Λ犽＋１，

０， 其他

烅

烄

烆 ．

Ψ
犽
１ ＝

１

２
犔０（^狓犽）＋

９

１４
犔１（^狓犽）－

１

６
犔３（^狓犽）＋

１

４２
犔５（^狓犽），　　　　　狓∈Λ犽，

１

２
犔０（^狓犽＋１）－

９

１４
犔１（^狓犽＋１）＋

１

６
犔３（^狓犽＋１）－

１

４２
犔５（^狓犽＋１），　　狓∈Λ犽＋１，

０， 其他

烅

烄

烆 ．

Ψ
犽
２ ＝

（－
１

５
犔０（^狓犽）－

１

７
犔１（^狓犽）＋

３

１４
犔２（^狓犽）＋

１

６
犔３（^狓犽）－

１

７０
犔４（^狓犽）－

　　　　　　
１

４２
犔５（^狓犽））

犺犽
２
， 狓∈Λ犽，

（１
５
犔０（^狓犽＋１）－

１

７
犔１（^狓犽＋１）－

３

１４
犔２（^狓犽＋１）＋

１

６
犔３（^狓犽＋１）＋

１

７０
犔４（^狓犽＋１）－

　　　　　　
１

４２
犔５（^狓犽＋１））

犺犽＋１
２
， 狓∈Λ犽＋１，

０， 其他

烅

烄

烆 ．

Ψ
犽
３ ＝

（１
３０
犔０（^狓犽）＋

１

７０
犔１（^狓犽）－

１

２１
犔２（^狓犽）－

１

４５
犔３（^狓犽）＋

１

７０
犔４（^狓犽）＋

　　　　　　
１

１２６
犔５（^狓犽））（

犺犽
２
）２， 狓∈Λ犽，

（１
３０
犔０（^狓犽＋１）－

１

７０
犔１（^狓犽＋１）－

１

２１
犔２（^狓犽＋１）＋

１

４５
犔３（^狓犽＋１）＋

１

７０
犔４（^狓犽＋１）－

　　　　　　
１

１２６
犔５（^狓犽＋１））（

犺犽＋１
２
）２， 狓∈Λ犽＋１，

０， 其他

烅

烄

烆 ．

　　通过简单计算可以验证犽＝１，２，…，犓－１时，Φ
犽
１，Φ

犽
２，Φ

犽
３ 和Ψ

犽
１，Ψ

犽
２，Ψ

犽
３ 满足如下条件，即

Φ
犽
１ ∈犞犖，　Φ

犽
１（犪犽）＝１，　（Φ

犽
１）′（犪犽）＝０，　（Φ

犽
１）″（犪犽）＝０，

Φ
犽
２ ∈犞犖，　Φ

犽
２（犪犽）＝０，　（Φ

犽
２）′（犪犽）＝１，　（Φ

犽
２）″（犪犽）＝０，

Φ
犽
３ ∈犞犖，　Φ

犽
３（犪犽）＝０，　（Φ

犽
３）′（犪犽）＝０，　（Φ

犽
３）″（犪犽）＝１，　Φ

犽
３（Λ犽＋１）≡０．

Ψ
犽
１ ∈犠犖，　Ψ

犽
１（犪犽）＝１，　（Ψ

犽
１）′（犪犽）＝０，　（Ψ

犽
１）″（犪犽）＝０，

Ψ
犽
２ ∈犠犖，　Ψ

犽
２（犪犽）＝０，　（Ψ

犽
２）′（犪犽）＝１，　（Ψ

犽
２）″（犪犽）＝０，

Ψ
犽
３ ∈犠犖，　Ψ

犽
３（犪犽）＝０，　（Ψ

犽
３）′（犪犽）＝０，　（Ψ

犽
３）″（犪犽）＝１．

而且有

犞犖 ＝犞


犖 ∪ｓｐａｎ｛Φ
犽
１，Φ

犽
２，Φ

犽
３，犽＝１，２，…，犓－１｝，

犠犖 ＝犠


犖 ∪ｓｐａｎ｛Ψ
犽
１，Ψ

犽
２，Ψ

犽
３，犽＝１，２，…，犓－１｝．

　　将文献［１３］求解三阶微分方程的Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元方法的逼近过程推广到式（２）的计算中，详

细计算过程包括如下４个步骤．

步骤１　令Φ

犽
１（狓），Φ


犽
２（狓），Φ


犽
３（狓）∈犞



犖，分别为

７３４第３期　　　　　　　　　　　王金平，等：五阶常微分方程的Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元法



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

犪（Φ

犽
犼，狏



犖）＝－犪（Φ
犽
犼，狏



犖），　　狏


犖 ∈犠


犖，　犽＝１，２，…，犓－１，　犼＝１，２，３ （６）

的解．令θ犽＝Φ

犽
１＋Φ

犽
１，η犽＝Φ


犽
２＋Φ

犽
２，σ犽＝Φ


犽
３＋Φ

犽
３，记

犠

┴
犖 ＝ｓｐａｎ｛θ犽，η犽，σ犽，犽＝１，２，…，犓－１｝，

则犠


犖 和犠

┴
犖 在犪（·，·）意义下是正交的，即

犪（狏犖，ω犖）＝０，　　狏犖 ∈犠

┴
犖，　ω犖 ∈犠



犖．

　　步骤２　找狌


犖∈犞


犖，使得

犪（狌


犖，狏


犖）＝ （犳，狏


犖），　　狏


犖 ∈犠


犖． （７）

　　步骤３　求（狌犖（犪犽），狌′犖（犪犽），狌″犖（犪犽）），犽＝１，２，…，犓－１，使得

∑
犓－１

犻＝１

犪（θ犻，Ψ
犽
犼）狌犖（犪犻）＋∑

犓－１

犻＝１

犪（η犻，Ψ
犽
犼）狌′犖（犪犻）＋∑

犓－１

犻＝１

犪（σ犻，Ψ
犽
犼）狌″犖（犪犻）＝

（犳，Ψ
犽
犼）－犪（狌



犖，Ψ
犽
犼），　　犽＝１，２，…，犓－１；　犼＝１，２，３． （８）

　　步骤４　由式（７），（８）可得

犪（狌


犖＋∑
犓－１

犻＝１

（狌犖（犪犻）θ犻＋狌′犖（犪犻）η犻＋狌″犖（犪犻）σ犻），狏犖）＝ （犳，狏犖），　　狏犖 ∈犠犖． （９）

因此，狌犖 ＝狌


犖＋∑
犓－１

犻＝１

（狌犖（犪犻）θ犻＋狌′犖（犪犻）η犻＋狌″犖（犪犻）σ犻就是方程（２）的解．

问题（２）被分解成两套子区间问题（６），（７）及Ｓｃｈｕｒ补问题（８）．因此，可以大大提高计算效率．

记狌


犖（狓）狘Λ犽 ＝∑
犓－１

犻＝１

狌^犽犼φ
犽
犼（狓），并令狏



犖（狓）＝
犽
犼（狓），则式（７）所对应的线性系统可表达为

（α犃
犽
－β犅

犽
＋犆

犽）犝犽 ＝犉
犽，　　犽＝１，２，…，犓．

上式中：

犝犽 ＝ （^狌
犽
０，^狌

犽
１，…，^狌

犽
犖－５）

Ｔ；

犉犽 ＝ （犳
犽
０，犳

犽
１，…，犳

犽
犖－５），　　犳

犽
犼 ＝ （犳，

犽
犼）Λ犽，　　犼＝０，１，…，犖－５；

犃犽犼，犻 ＝ （φ
犽
犻，

犽
犼）Λ犽，　　犃

犽
＝ （犃

犽
犼，犻）０≤犻，犼≤犖－５；

犅犽犼，犻 ＝ （（φ
犽
犻）″，（

犽
犼）′）Λ犽，　　犅

犽
＝ （犅

犽
犼，犻）０≤犻，犼≤犖－５；

犆犽犼，犻 ＝ （（φ
犽
犻）″，（

犽
犼））Λ犽，　　犆

犽
＝ （犆

犽
犼，犻）０≤犻，犼≤犖－５．

　　由Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的正交性可知

犃犽犼，犻 ＝
犺犽
２

－犪犻＋５犫犻犫犻＋１，

犪犻＋４犫犻，

２犮犻＋１犪犻＋３＋３犪犻＋５犫犻犫犻＋１犫犻＋４，

－２犪犻＋３－３犪犻＋６犫犻

－犪犻＋３－６犪犻＋５犮犻＋１－３犪犻＋６犫犻犫犻＋１犮犻＋２，

犪犻＋６犪犻＋３犫犻＋１＋３犪犻＋５犫犻犮犻＋１，

３犪犻＋３犫犻＋６犪犻＋４犮犻犮犻＋１＋犪犻＋５犫犻犫犻＋１犮犻犮犻＋１，

－３犪犻＋２－６犪犻＋３（犫犻－２犪犻＋３）－犪犻＋４犫犻犮犻犮犻－１，

－３犪犻＋２＋２犫犻犮犻－２－２犪犻＋３犮犻－２犮犻－１犮犻＋１，

３犪犻＋１犮犻－３＋２犪犻＋３犮犻－２犮犻－３，

犪犻＋３犮犻－３犮犻－４，

－犪犻犪犻－５犮犻－４，

０

烅

烄

烆 ，

　　

犼＝犻＋５，

犼＝犻＋４，

犼＝犻＋３，

犼＝犻＋２，

犼＝犻＋１，

犼＝犻，

犼＝犻－１，

犼＝犻－２，

犼＝犻－３，

犼＝犻－４，

犼＝犻－５，

犼＝犻－６，

其他．
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犅犽犼，犻 ＝ （
２

犺犽
）２

２（２犻＋３）（２犻＋５），

－２（２犻＋３）（２犻＋５），

－４（２犻＋３）
２犫犻＋１，

４（２犻＋１）（２犻＋５）犫犻，

２（２犻－１）（２犻＋１）犫犻，

－２（２犻－３）（２犻－１），

０

烅

烄

烆 ，

　　

犼＝犻＋２，

犼＝犻＋１，

犼＝犻，

犼＝犻－１，

犼＝犻－２，

犼＝犻－３，

其他．

犆犽犼，犻 ＝ （
２

犺犽
）４
２（２犻＋３）

２（２犻＋５）
２，

－２（２犻＋１）（２犻＋３）
２（２犻＋５），

０

烅

烄

烆 ，

　　

犼＝犻，

犼＝犻－１，

其他．

上式中：犪犻＝
２

２犻＋１
；犫犻＝

２犻＋３
２犻＋７

；犮犻＝
２犻＋１
２犻＋７

．

２　数值实验

例１　问题（１）在狓∈（－１，１）上的解析解为

狌（狓）＝ （狓－１）
２ｓｉｎ２犿π狓．

取计算参数α＝β＝犿＝１．在半ｌｏｇ尺度下，犺＝１／２时，犔
２
?误差ε及犎

１
?误差随多项式阶数犖 的变化情

况，如图１（ａ）所示．由图１（ａ）可知：误差随犖 呈指数收敛，这说明对于解析解，数值解具有谱收敛性质．

在ｌｏｇ?ｌｏｇ尺度下，犖＝８时，犔
２
?误差及犎

１
?误差随犺的变化情况，如图１（ｂ）所示．由图１（ｂ）可知：误差

关于犺呈代数衰减．

　　（ａ）误差随犖 的变化情况 （ｂ）误差随犺的变化情况

图１　误差分别随犖 和犺的变化图

Ｆｉｇ．１　Ｅｒｒｏｒｓａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ犖犪狀犱犺ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

　　例２　考虑变系数五阶齐次边值问题，即

α（狓）狌＋β（狓）狌狓＋γ狌狓，狓，狓，狓，狓 ＝犳，　　狓∈Λ＝ （－１，１），

狌（±１）＝狌狓（±１）＝狌狓狓（１）＝０
｛ ．

　　此时，问题的Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元逼近形式为找狌犖∈犞犖，使得

（α（狓）狌犖，狏犖）＋（β（狓）狓狌犖，狏犖）－γ（
２
狓狌犖，

３
狓狏犖）＝ （犳，狏犖），　　狏犖 ∈犠犖． （１０）

　　该问题同样可采用第１节提出的计算过程进行快速计算．但由于α（狓），β（狓）的存在，弱形式中前两

个积分项一般不可精确计算，因此，采用Ｇａｕｓｓ?Ｌｏｂａｔｔｏ数值积分公式替代．

取α（狓）＝狓，β（狓）＝ｓｉｎ１０狓，γ＝１，狌（狓）＝ｓｉｎ
３
π狓进行计算．在半ｌｏｇ尺度下，犺＝１／２时，误差随多

项式阶数犖 的变化情况，如图２（ａ）所示．在ｌｏｇ?ｌｏｇ尺度下，犖＝８时，误差随犺的变化情况，如图２（ｂ）

所示．由图２可知：误差随犖 呈指数收敛，误差随犺呈代数收敛，收敛性质跟常系数方程的计算结果类

似．从而说明Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元逼近法对求解一些变系数五阶常微分方程也是有效的．
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　　（ａ）误差随犖 的变化情况 （ｂ）误差随犺的变化情况

图２　依赖于犖 和犺的误差变化

Ｆｉｇ．２　Ｅｒｒｏｒｓａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ犖ａｎｄ犺ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

３　结束语

利用Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元法对五阶常微分方程进行求解．首先，通过区间剖分，将变分问题转化为

一系列子问题；然后，构造恰当的试探函数和检验函数，由此得到稀疏的线性系统再进行求解．数值算例

说明Ｐｅｔｒｏｖ?Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱元逼近法对一些常系数、变系数的五阶常微分方程都是有效的，且具有高精度．
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《华侨大学学报（自然科学版）》（下称《学报》）创刊于１９８０年，是福建省教育厅主管，华侨大学主

办，面向国内外公开发行的自然科学综合性学术理论刊物．
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《学报》既是中文综合性科学技术类核心期刊，又是国内外重要数据库和权威性文摘期刊固定收录
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　　　　　（北京７８２信箱，邮政编码１０００１１）

　　犆狅犿狆犲狋犲狀狋犃狌狋犺狅狉犻狋狔：　Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆ

　　　　ＥｄｕｃａｔｉｏｎｏｆＦｕｊｉａｎＰｒｏｖｉｎｃｅ

　　犛狆狅狀狊狅狉：　ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

　　（Ｑｕａｎｚｈｏｕ３６２０２１，Ｆｕｊｉａｎ，Ｃｈｉｎａ）

　　（Ｘｉａｍｅｎ３６１０２１，Ｆｕｊｉａｎ，Ｃｈｉｎａ）

　　犈犱犻狋犲犱犪狀犱犘狌犫犾犻狊犺犲犱犫狔　Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ

　　　ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＪｏｕｒｎａｌｏｆ

　　　ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ）

　　　　

　 Ｔｅｌ：０５９５２２６９２５４５　　

Ｅｍａｉｌ：ｊｏｕｒｎａｌ＠ｈｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ　

Ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｈｄｘｂ．ｈｑ

烄

烆

烌

烎ｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　　犇犻狊狋狉犻犫狌狋犲犱犫狔　ＣｈｉｎａＰｕｂｌｉｃａｔｉｏｎＦｏｒｅｉｇｎ

　　　　ＴｒａｄｉｎｇＣｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ

（Ｐ．Ｏ．Ｂｏｘ７８２，Ｂｅｉｊｉｎｇ，１０００１１，Ｃｈｉｎａ）

　　刊　号：
ＩＳＳＮ１０００５０１３

ＣＮ３５１０７９／Ｎ
　　　　　代　号：

国内邮发３４４１
国外 ＮＴＺ１０５０

　　国内定价：
８．００元／期

４８．００元／年


