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　　　弱收敛在勒贝格积分中存在性

证明及其具体应用

吴志勇

（遵义师范学院 继续教育学院，贵州 遵义５６３００２）

摘要：　为了证明勒贝格积分是否具有弱收敛性，基于勒贝格相关理论，得到勒贝格积分存在弱收敛的充要条

件为｛犳犽｝在犔狆 空间中有界；同时，得出需满足｛犳犽｝在测度犈范围内的积分极限值等于其积分值的条件．最

后，将勒贝格积分应用在概率统计方面，并采用Ｌｅｂｅｓｇｕｅ?Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ积分分别表示随机变量及数学期望．
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勒贝格控制收敛定理的证明及其应用是经典实变函数论中的重要课题，得到了相当广泛深刻的研

究．勒贝格犔狆 可积函数空间中的收敛性以勒贝格积分中的各种收敛性质为工具，深入到测度收敛、集

中紧致、补偿紧致等［１］．虽然勒贝格积分已经应用于少数领域之中
［２］，但目前有关空间勒贝格积分中的

许多收敛性是分散在各文献中，大部分没有系统全面地总结［３］．本文通过阐述黎曼积分及勒贝格积分理

论，研究弱收敛在勒贝格积分中存在性证明及其具体应用．

１　黎曼积分定义

设犳（狓）是［犪，犫］上的有界函数，任意分点满足以下关系
［４］，即

犪＝狓０ ＜狓１ ＜ … ＜狓狀 ＝犫． （１）
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　　如果将区间［犪，犫］分成狀部分，对小区域［狓犻－１，狓犻］内的任意一点ξ犻（犻＝１，２，３，…）求和，有

犛＝∑
狀

犻＝１

犳（ξ犻）（狓犻，狓犻－１）． （２）

　　假设狉＝ｍａｘ
犻＝１

（狓犻，狓犻－１），则当狉→０时，犛为有限的极限，此时，犛是犳（狓）在区域［犪，犫］内的黎曼积分，

表示为

犐＝犚∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓． （３）

２　勒贝格积分定义

２．１　分划

设犈犚狇 是一非空可测集，如果犈＝∪
狀

犻＝１
犈犻，其中，各个犈犻为互不相交的非空可测集，则称有限集合

族犇＝｛犈犻｝是犈的一个可测分划，简称分划
［５］．

设犇＝｛犈犻｝是犈的另一分划，如果对于任一犈′犼∈犇′，存在犈犻∈犇，使犈′犼∈犈犻，称犇′比犇 细．

引理１　给定犈任意两个分划犇′，犇，必存在比其细的第３分划，即

犇″＝ ｛犈犻∩犈′犼狘犈犻∈犇，犈′犼∈犇′，犈犻∩犈′犼≠｝． （４）

２．２　大和与小和

设犳（狓）为定义在犚狇 中测度有限的集犈 上的有界函数，对于犈的任一分划犇＝｛犈犻｝，则可令犅犻＝

ｓｕｐ
狓∈犈犻

犳（狓），犫犻＝ｉｎｆ
狓∈犈犻

犳（狓），则∑
犻

犅犻犿犈犻，∑
犻

犫犻犿犈犻分别称为犳（狓）关于分划犇的大和及小和（由犇完全确

定），并分别记为犛（犇，犳）及狊（犇，犳）
［６］．

引理２　１）设犅＝ｓｕｐ
狓∈犈
犳（狓），犫＝ｉｎｆ

狓∈犈
犳（狓），则有

犫犿犈 ≤狊（犇，犳）≤犛（犇，犳）≤犅犿犈； （５）

　　２）设分划犇′比犇 细，则狊（犇，犳）≤狊（犇′，犳），犛（犇，犳）≤犛（犇′，犳）；

３）对于任两个分划犇′，犇，有狊（犇，犳）≤犛（犇′，犳）；

４）ｓｕｐ
犇
≤ｉｎｆ

犇
犛（犇，犳），这里上、下确界是对犈的所有可能的分划取的．

设犳（狓）是犈犚狇（犿犈＜∞）的有界函数，

∫
－

犈
犳（狓）ｄ狓＝ｉｎｆ犛（犇，犳），　　∫

－
犈
犳（狓）ｄ狓＝ｓｕｐ（犇，犳）， （６）

分别称为犳（狓）在犔上、下积分，当犳（狓）满足

∫
－

犈
犳（狓）ｄ狓＝∫

－
犈
犳（狓）ｄ狓， （７）

则称犳（狓）在犈上犔 可积，并称此共同值为犳（狓）在犈上的犔 积分，记为∫犈
犳（狓）ｄ狓．

以上是犚狇 中测度有限可测集上有界函数的犔 积分定义，形式上同犚积分完全类似．除了积分区域

更一般之外，主要不同之处在于采用的测度和分划的不同［４］．

２．３　有界函数的勒贝格积分

设犳（狓）定义在犈犚狇 测度有限集犈 上的有界函数
［７］，

∫
－

犈
犳（狓）ｄ狓＝ｉｎｆ犛（犇，犳），　　∫犈

犳（狓）ｄ狓＝ｉｎｆ
犇
狊（犇，犳）． （８）

分别称为犳（狓）在犈上的犔 上、下积分．

如果∫
－

犈
犳（狓）ｄ狓＝∫犈

犳（狓）ｄ狓，则犳（狓）在犈上是可积的，且犳（狓）在犈上犔 积分，记为∫犈
犳（狓）ｄ狓．

２．４　勒贝格积分的充要条件

设犳（狓）是定义在犈犚狇 测度有限集犈 上的有界函数
［８］，则犳（狓）在犈上犔 可积的充要条件为：对
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任何ε＜０，存在犈的分划犇，使

犛（犇，犳）－ｓｕｐ
犇

（犇，犳）＝∑
犻

ω犻犿犈犻＜ε，　　ω犻 ＝犅犻－犫犻． （９）

也即ｉｎｆ［犛（犇，犳）－狊（犇，犳）］＝ｉｎｆ
犇∑

犻

ω犻犿犈犻 ＝０．

定理１　设犳（狓）是定义在犈犚狇 测度有限的集犈 上的有界函数，则犳（狓）在犈上犔 可积的充要条

件是犳（狓）在犈上可测．

定理２　设犳（狓）在犈上犔 可积，且犳（狓）＝犵（狓），ａ．ｅ．于犈，则犵（狓）在犈上犔 可积，且∫犈
犳（狓）ｄ狓＝

∫犈
犵（狓）ｄ狓．

根据上述阐述的黎曼积分与勒贝格积分定义可知，黎曼积分在实际应用过程中存在一定的局限性，

而勒贝格积分的可积范围更加广泛，有效地克服黎曼积分的局限性．

３　勒贝格积分弱收敛存在的充要条件

３．１　强收敛与弱收敛定义

１）设犡是赋范线性空间，犡为犡′共扼空间，｛狓狀｝犡′，如果存在犳∈犡′，有

ｌｉｍ‖犳狀－犳‖ ＝０， （１０）

则称｛狓狀｝强收敛于狓．

２）设犡是赋范线性空间，｛狓狀｝犡，如果存在犳∈犡，使得犳∈犡
，有

ｌｉｍ犳（狓狀）＝犳（狓）， （１１）

则称｛狓狀｝弱收敛于狓，记为狓 →
犠
狓，狓称为｛狓狀｝的弱极限．把序列｛狓狀｝按范数收敛称为强收敛，相应的

极限称为序列的强极限，记为狓狀 →
犛
狓．

根据强收敛与弱收敛定义，强收敛必定弱收敛，但弱收敛不一定强收敛．

３．２　勒贝格积分弱收敛存在的充要条件

设Ω为犚
狀 中可测集，测度ｍｅｓΩ＞０，｛犳犽｝在犔狆（Ω）（１≤狆≤∞）弱收敛于犳∈犔狆（Ω）．

证明　如果｛犳犽｝弱收敛犳，则根据勒贝格积分及弱收敛定义，ｌｉｍ
犽→∞∫犈

犳犽ｄ狓＝∫犈
犳ｄ狓对每一个可测度

集有犈∈Ω．由于｛犳犽｝弱收敛犳，则任意的狓∈犔狆（Ω）有｛犳犽｝收敛，根据共鸣定理
［５］可知，｛犳犽｝在犔狆（Ω）中

有界．

设‖犳狀‖≤犕（狀＝１，２，…），犳∈犔狆（Ω），令φ∈犔
狆′（Ω）（１－狆′＜∞），根据函数集在犔狆（Ω）上的稠密

性，当犿无限大时，则有任意的δ＞０，满足

∫Ω－Ω犿

狘φ狘
狆′ｄ狓＜δ，　　Ω犿 ＝Ω∩ ｛狘狓狘＜犿｝，

狘∫Ω

（犳犽－φ）φｄ狓狘＝狘［∫Ω－Ω犿

＋∫Ω－Ω犿

］（犳犽－犳）φｄ狓狘≤

‖犳犽－犳‖狆‖φ‖犔
狆（Ω－Ω犿

）＋狘［∫Ω犿∩犈犽

＋∫Ω犿－犈犽

］（犳犽－犳）φｄ狓狘≤

２犆‖φ‖犔
狆（Ω－Ω犿

）＋‖犳犽犳‖狆‖φ‖犔
狆（犈∩Ω犿

）＋ε狘Ω犿狘
１／狆‖φ‖狆′ ≤

２犆δ＋２犆‖φ‖犔
狆′（犈犽∩Ω犿

）＋ε狘Ω犿狘
１／狆‖φ‖狆′． （１２）

　　令犽→∞，ε→０，δ→０，则有

ｌｉｍ
犽→∞∫Ω

犳犽φｄ狓＝∫Ω
犳φｄ狓． （１３）

　　因此，｛犳犽｝弱收敛于犳的充要条件为

１）｛犳犽｝在犔狆（Ω）中有界；

２）ｌｉｍ
犽→∞∫犈

犳犽ｄ狓＝∫犈
犳犽ｄ狓对每一个可测度集犈∈Ω．
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如果犳∈犔
狆（Ω）１＜狆′＜∞，｛犳犽｝（犽＝１，２，…）在犔狆（Ω）有界，则｛犳犽｝中存在｛犳犼｝及函数，使任一φ∈

犔狆′（Ω），满足

ｌｉｍ
犽→∞∫Ω

犳犽
犼φｄ狓＝∫Ω

犳φｄ狓． （１４）

　　当狆＝１时，则式（１１）的关系式不成立．根据式（１１），（１２）中的‖犳犽‖１＝１，且任意狋∈（０，１），则

ｌｉｍ
犽→∞∫０犳犽（狓）ｄ狓有界．若犳∈犔

－１［０，１］，对任一的φ∈犔
狆′（Ω）不存在，则

ｌｉｍ
犽→∞∫

１

０
犳犽φｄ狓＝∫

１

０
犳φｄ狓． （１５）

　　由此可知，当狆＝１时，式（１３）关系不成立．

定理３　根据以上定理，当１＜狆＜∞，｛犳犽｝，犳∈犔狆（Ω），犳犽→犳，狓∈Ω时，满足ｌｉｍ
犽→０
‖犳犽－犳‖

狆＝０的

充要条件为ｌｉｍ
犽→０
‖犳犽－犳‖

狆＝‖犳‖
狆．

证明　充分性．由于犳∈犔
狆（Ω），因此对于任一的ε＞０，均存在无限大的犿，满足

∫Ω犿

狘犳狘
狆ｄ狓≤ε／４，　　Ω犿 ＝Ω∩ ｛狘狓狘＜犿｝． （１６）

　　根据相关定理，ｌｉｍ
犽→０∫Ω－Ω犿

狘犳犽狘
狆ｄ狓＝∫Ω－Ω犿

狘犳狘
狆ｄ狓，则有

ｌｉｍ
犽→０∫Ω－Ω犿

狘犳犽狘
狆ｄ狓≤∫Ω－Ω犿

狘犳犽－犳狘
狆ｄ狓≤

２狆－１（∫Ω－Ω犿

狘犳犽狘
狆ｄ狓＋∫Ω－Ω犿

狘犳狘
狆ｄ狓）≤２

狆－１ε． （１７）

　　由于积分具有绝对连续性，因此，任一犲Ω，ｍｅｓ犲＜δ，满足

∫犲狘犳狘
狆ｄ狓）≤ε／４，　　∫犲狘犳犽狘

狆ｄ狓）≤ε／２． （１８）

　　根据叶果洛夫定理，犳犽→犳，狓∈Ω犿，对于以上的δ＞０，存在犉Ω犿，使ｍｅｓ（Ω犿－犉）＜δ，犳犽→犳在犉

内是一致收敛的，则有

∫Ω犿

狘犳犽－犳狘
狆ｄ狓＝∫犉

狘犳犽－犳狘
狆ｄ狓＋∫Ω犿－犉

狘犳犽－犳狘
狆ｄ狓≤

　　　　ｓｕｐ狘犳犽－犳狘
ｐｍｅｓ犉＋２狆

－１
ε． （１９）

　　根据上述充分证明，有

ｌｉｍ
犽→０∫Ω

狘犳犽－犳狘
狆ｄ狓≤２

狆ε． （２０）

　　由于式（２０）中的ε＞０具有任意性，则存在ε，有

ｌｉｍ
犽→０∫Ω

狘犳犽－犳狘
狆ｄ狓＝０． （２１）

　　根据定理３，必要性显然是成立的．

４　勒贝格积分在概率中的应用

４．１　犔犲犫犲狊犵狌犲?犛狋犻犲犾狋犼犲狊积分理论

若μ是犳（狓）是Ｌｅｂｅｓｇｕｅ?Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ测度（简称Ｌ?Ｓ测度），则犳是（犚
狀，犅狀）或（犚狀，犅狀μ）上的可测函数，

犅狀μ 是犅 对测度的完全化，则称（犚
狀，犅狀μ，μ）为Ｌ?Ｓ空间．若犉是与μ对应的分布函数，则犳是关于μ或

的Ｌ?Ｓ积分，其在犚
狀 上的积分为∫

＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
犳（狓１，…，狓狀）ｄ犉（狓１，…，狓狀）或∫犚狀

犳（狓１，…，狓狀）ｄ狌
［９］．

４．２　犔?犛积分表示的随机变量函数

设ξ＝（ξ１，…，ξ狀）为（Ω，犃，犘）的狀维随机变量，其中，分布函数为犉（狓１，…，狓狀），犵犽犽＝１，…，犿 是狀

维实空间的有限Ｂｏｒｅｌ函数．若η犽＝犵犽（ξ１，…，ξ狀）（犽＝１，…，犿），则有

｛η１ ＜狔１，…，η犿 ＜狔犿｝＝｛ε∶犵１（ξ１（ω），…，ξ狀（ω））＜狔１，…，犵犽（ξ１（ω），…，ξ狀（ω））＜狔犿｝＝

｛ε∶（ξ１（ω），…，ξ狀（ω））∈犌｝＝ ｛（ξ１，…，ξ狀）∈犌｝． （２２）
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

　　根据Ｌ?Ｓ积分定义
［１０］，有

犉η１，…，η犿（狔１，…，狔犿）＝犘（η１ ＜狔１，…，η犿 ＜狔犿）＝犘（（ξ１，…，ξ狀）∈犌）＝

∫犌

…∫ｄ犉（狓１，…，狓狀）． （２３）

４．３　犔?犛积分表示的数学期望

若ξ＝（ξ１，…，ξ狀）为（Ω，犃，犘）的狀维随机变量，其中，分布函数为犉（狓１，…，狓狀）是狀维实空间的有

限Ｂｏｒｅｌ函数，则η＝犵（ξ１，…，ξ狀）存在数学期望则需满足如下２个条件．

１）分布函数犉（狓１，…，狓狀）存在积分；

２）犈η ＝犈犵（ξ１，…，ξ狀）＝∫…∫犵（狓１，…，狓狀）ｄ犉（狓１，…，狓狀）．
证明　根据积分变换定理，有

∫ξ－１（犚狀）犵ξｄ犘＝∫犚
狀
…∫ｄ犵（狓１，…，狓狀）ｄ犘ξ． （２４）

式（２４）中：左、右两端分别等于

∫ξ－１（犚狀）犵（ξ）ｄ犘＝∫Ω
犵（ξ（ω））ｄ犘＝∫犵（ξ１，…，ξ狀）ｄ犘＝犈η，

∫犚
狀
…∫犵（ξ１，…，ξ狀）ｄ犘ξ＝∫

＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
犵（ξ１，…，ξ狀）ｄ犉（狓１，…，狓狀）

烍

烌

烎．

（２５）

４．４　实例应用

设随机变量ξ的分布函数为犉（狓），随机变量的分布函数为η＝犪ξ＋犫（犪，犫均为实数）；η＝ｃｏｓξ．

证明　令犉η 为η的分布函数，有

犉η（狔）＝犉（η＜狔）＝犉（犪狓＋犫＜狔）＝∫犌

…∫ｄ犉（狓）． （２６）

式（２６）中：犌＝｛狓，犪狓＋犫＜狔｝．同理，令犉η（狔）为η的分布函数，有

犉η（狔）＝犉（η＜狔）＝犉（ｃｏｓ狓＜狔）＝∫犌

…∫ｄ犉（狓）． （２７）

式（２７）中：犌＝｛狓，ｃｏｓ狓＜狔｝．故例题得证．

５　结束语

勒贝格积分的创立，是弥补了黎曼积分的不足．文中在介绍勒贝格积分概念的同时，证明了勒贝格

积分弱收敛存在的充要条件；同时，将勒贝格积分应用在概率统计上，并采用ＬｅｂｅｓｇｕｅＳｔｉｅｌｔｊｅｓ积分分

别表示随机变量及数学期望．
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