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　　　一类常微分方程的数值解法
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摘要：　研究一类Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ微分方程的数值解．针对
ｄ

ｄ狓
［狆（狓）

ｄ犜
ｄ狓
］＋（λρ（狓）－狇（狓））犜＝０微分方程，提

出用更细的粒度估算渐近的特征值，并对该方法进行论证．将该方法应用到等式证明中，结果表明：证明方法

是有效的．
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］＋（λρ（狓）－狇（狓））犜＝０．Ｂｙｒａｉｓｉｎｇｆｉｎｅｒｇｒａｎｕｌａｒｉｔｙｆｏｒｔｈｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｔｏｅｓｔｉｍａｔｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ

ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ，ｗｅｐｒｏｖｅｏｕｒｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｈｏｗｓｔｈａｔｉｔｗｏｒｋｓｗｅｌｌ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ；ｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅ；ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｏｐｅｒａｔｏｒ

微分算子属于无界限性算子，在实际中得到了广泛的应用［１?６］，特别是在工程、数学、物理等领域中

应用更为广泛．微分算子理论中包括多种理论知识，如谱理论、自共轭扩张理论、数值计算、亏指数理论

等．其中，谱理论在所有知识中又是最重要的，可以视其为核心．在数学界，微观粒子之间的作用一直是

研究的热点问题，而Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ这一问题更是成为所有学者的研究焦点．Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ问题是

二阶常微分方程分离变量求解方法的重要理论．徐有基
［７］应用Ｌｅｒａｙ?Ｓｃｈａｕｄｅｒ延拓定理，得到了二阶

广义Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ边界条件多点边值问题的可解行．陈东晓等
［８］研究了一类满足Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ积

分边值条件的二阶非线性微分方程的正解性．基于以上研究，本文研究一类正则Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ微分

方程的数值解．

１　预备知识

Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程为

ｄ

ｄ狓
［狆（狓）

ｄ犜
ｄ狓
］＋（λρ（狓）－狇（狓））犜＝０，　　犪＜狓＜犫．

上式中：狆（狓），狇（狓），ρ（狓）在定义域内都是狓的是函数，且狆（狓）＞０，ρ（狓）＞０，狇（狓）＞０．

在定义域范围内狆（狓），狇（狓）及狆′（狓）连续的．Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程齐边界条件可以归纳为
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犜（犪）＝犜（犫）＝０，　　犜′（犪）＝犜′（犫）＝０，　　犜（犪）＝犜′（犫）＝０． （１）

　　由式（１），可以求解Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程非零解．Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ的和复的边界条件为

犃
　犜（犪）

狆（犪）犜′（犪（ ））＋犅
　犜（犫）

狆（犫）犜′（犫（ ））＝０．
　　根据Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ可积分条件可知，犜和它们的拟导数在区间范围内存在有限的极限．λ的初始

条件为Φ１１（犪，λ）＝１，狆（狓）Φ１１（犪，λ）＝０，Φ１２（犪，λ）＝０，狆（狓）Φ′１２（犪，λ）＝１．

用Φ９和Φ２２表示狆（狓）Φ１１及狆（狓）Φ１２．令Φ（狓，λ）为Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程的解，有

Φ（狓，λ）＝
１１（狓，λ） １２（狓，λ）

２１（狓，λ） ２２（狓，λ

烄

烆

烌

烎）
，

Φ′（狓，λ）＝
０ １／狆（狓）

狆（狓）－λρ（狓）－狇（狓）
（ ）０

．

　　Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程的解可以化简为

犢（狓）＝
狆（狓）

狆（狓）（ ）犜′ ．

　　因此，边界条件可以形成犃犢（犪）＋犅犢（犫）＝０．分离边界条件可以表示为

ｃｏｓα犜（α）－ｓｉｎα（狆（犪）犜′（犪））＝０，

ｃｏｓβ犜（β）－ｓｉｎβ（狆（β）犜′（β））＝０．

　　犢（狓）可以用复数写为

犢（犫）＝ｅ
ｉ狉犓犢（犪）犢（犫）．

　　Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程分离边界条件
［９］为

ｃｏｓα犜（犪）－ｓｉｎα（狆（犪）犜′（犪））＝ｃｏｓβ犜（β）－ｓｉｎβ（狆（β）犜′（β））．

上式中：犪≤犫，都为实数；α，β取值范围为［０，π］．

２　一些引理及证明

关于Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程的完整性有如下３个引理．

引理１　设狇∈犔
犾
犚［０，π］，α，β∈［０，π］，那么，Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程的边界值在犔

２［０，π］，特征根为

｛φ（狓，μ狀，α）｝
∞
狀＝０．如果犜（狓）的值域在［０，π］是一个连续的函数，那么，有

犜（狓）＝∑
∞

狀＝０

犮狀φ（狓，μ狀，α）．

上式中：犮狀 ＝ （１／犪狀）∫
π

０
犜（狓）φ（狓，μ狀，α）ｄ狓在区域为［０，π］级数收敛的．对于犜∈犔

２（０，π），那么，级数

∑
∞

狀＝０

犮狀φ（狓，μ狀，α）在犔
２（０，π）是收敛的．因此，有∫

π

０
狘犜（狓）狘

２ｄ狓＝∑
∞

狀＝０

犪狀狘犮狀狘
２（帕谢互尔等式）．以此类

推，狇∈犔
犐
犚［０，π］有类似的证明．

引理２　设狇∈犔
犐
犚［０，π］，α＝β，β取值范围在［０，π］，那么，Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ方程的边界值犔

２（０，π）的

特征根为｛φ狀（狓）｝
∞
狀＝０．函数犜的定义域为［０，π］，是连续的，有

犜（狓）＝

∑
∞

狀＝０

犮狀φ狀（狓）－犜（０）（∑
∞

狀＝０

１

μ狀α狀
φ狀（狓）＋

φ狀（狓，０，β）

犠πβ
（０）

），　　０σ（犔（狇，π，β）），

∑
∞

狀＝０

犮狀φ狀（狓）－犜（０）（∑
∞

狀＝０

１

μ狀α狀
φ狀（狓）＋

　　　　　　φ
狀（狓，０，β）

犞πβ（０）
－φ

狀（狓，０，β）犞πβ（０）

犞２πβ（０）
），　　０μ狀０ ∈σ（犔（狇，π，β））

烅

烄

烆
．

上式中：犮狀＝（１／犪狀）∫
π

０
犜（狓）φ狀（狓）ｄ狓；级数取值范围为［犪，π］，犪＞０．对于犜∈犔

２［０，π］，级数∑
∞

狀＝０

犮狀φ狀（狓）

在犔２［０，π］是收敛的，有
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∫
π

０
狘犜（狓）狘

２ｄ狓＝∑
∞

狀＝０

犪狀狘犮狀狘
２．

　　证明　当｜λ｜→∞时，渐近公式为

φ（狓，μ，π）≡φπ（狓，μ）≡φπ（狓，λ
２）＝

ｓｉｎλ狓

λ
＋犗（

ｅ狘Ｉｍλ狘狓

狘λ狘
２
），

φ′（狓，μ，π）≡φ′π（狓，μ）≡φ′π（狓，λ
２）＝ｃｏｓλ狓＋犗（

ｅ狘Ｉｍλ狘狓

狘λ狘
），

ψ（狓，μ，β）≡ψβ（狓，μ）≡ψβ（狓，λ
２）＝ｃｏｓλ（π－狓）ｓｉｎβ＋

ｓｉｎλ（π－狓）

λ
ｃｏｓβ＋犗（

ｅ狘Ｉｍλ狘（π－狓）

狘λ狘
）ｓｉｎβ＋犗（

ｅ狘Ｉｍλ狘（π－狓）

狘λ狘
２
）ｃｏｓβ，

ψ′（狓，μ，β）≡ψ′β（狓，μ）≡ψ′β（狓，λ
２）＝ （λｓｉｎλ（π－狓）＋

犗（
ｅ狘Ｉｍλ狘（π－狓）

狘λ狘
））ｓｉｎβ－（ｃｏｓλ（π－狓）＋犗（

ｅ狘Ｉｍλ狘（π－狓）

狘λ狘
））ｃｏｓβ．

　　因此，估计值为

ψβ（０，μ）＝－ｃｏｓλπｓｉｎβ－
ｓｉｎλπ
λ
ｃｏｓβ＋犗（

ｅ狘Ｉｍλ狘π

狘λ狘
）ｓｉｎβ＋犗（

ｅ狘Ｉｍλ狘π

狘λ狘
２
）ｃｏｓβ．

　　引理３　假设狇∈犔
犐
犚［０，π］，α∈（０，π），β＝０时，那么，犔（狇，α，０）边界值在犔

２（０，π）时的特征函数为

｛φ狀（狓）｝
∞
狀＝０．设犜（狓）函数在［犪，π］是连续的，有

犜（狓）＝

∑
∞

狀＝０

犮狀φ狀（狓）－犜（π）（∑
∞

狀＝０

１

μ狀犫狀
ψ狀（狓）＋

φ狀（狓，０，α）

犠α，０（０）
），　　０σ（犔（狇，π，β）），

∑
∞

狀＝０

犮狀φ狀（狓）－犜（π）（∑
∞

狀＝０

１

μ狀犫狀
ψ狀（狓）＋

φ狀（狓，０，α）

犞α，０（０）
－

　　　　　　φ
狀（狓，０，α）犞α，０（０）

犞２α，０（０）
），　　０μ狀０ ∈σ（犔（狇，π，β））

烅

烄

烆
．

上式中：犮狀＝（１／犪狀）∫
π

０
犜（狓）φ狀（狓）ｄ狓；级数取值范围为［犪，π］，犪＞０．对于犜∈犔

２［０，π］，级数∑
∞

狀＝０

犮狀φα（狓，

μ狀）在区域为犔
２［０，π］，有

∫
π

０
狘犜（狓）狘

２ｄ狓＝∑
∞

狀＝０

犪狀狘犮狀狘
２．

３　主要结果

当狇∈犔
犾
犚 ［０，π］时，需要更细的粒度估算渐近的特征值．Ｈａｒｕｔｙｕｎｙａｎ

［１０］定义σ狀（α，β）＝

μ狀（０，α，β槡 ），并证明了如下等式，即

σ狀（α，β）＝
１

π
ａｒｃｃｏｓ

ｃｏｓα

（狀＋σ狀（α，β）
２ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ

２
α槡 ）
－
１

π
ａｒｃｃｏｓ

ｃｏｓβ
（狀＋σ狀（α，β））

２ｓｉｎ２β＋ｃｏｓ
２

β槡 ）
．

　　假设λ
２
狀（狇，α，β）＝μ狀（狇，α，β），那么，有

λ狀（狇，α，β）＝狀＋σ狀（α，β）＋
１

２π（狀＋σ狀（α，β））
＋１狀（狇，α，β）＋犗（

１

狀２
）．

上式中：狘狇狘
１

π∫
π

０
狇（狓）ｄ狓；１狀 ＝１狀（狇，α，β）＝

１

２π（狀＋σ狀（α，β））∫
π

０
狇（狓）ｃｏｓ２（狀＋σ狀（α，β））狓ｄ狓；α，β∈［０，

π］；狇∈犔
犾
犚［０，π］．

当α＝π，β＝π时，有

犾（狓）＝∑
∞

狀＝２

ｌｎ（狇，α，β）ｓｉｎ（狀＋σ狀（α，β））狓．

　　犪狀，犫狀 的计算分别为

犪狀（狇，α，β）＝
π
２
（１＋

犛狀（狇，α，β）

狀＋σ（α，β）
＋γ狀）ｓｉｎ

２
α＋

π
２（狀＋σ（α，β））

２
（１＋

犛狀（狇，α，β）

狀＋σ（α，β）
＋γ狀）ｃｏｓ

２
α，
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犫狀（狇，α，β）＝
π
２
（１＋

犛狀（狇，α，β）

狀＋σ（α，β）
＋γ狀）ｓｉｎ

２

β＋
π

２（狀＋σ（α，β））
２
（１＋

犛狀（狇，α，β）

狀＋σ（α，β）
＋γ狀）ｃｏｓ

２

β．

上式中：犛狀 ＝犛狀（狇，α，β）＝
－１

２∫
π

０

（π－狓）狇（狓）ｓｉｎ２（狀＋σ狀（α，β））狓ｄ狓；狉狀 ＝狉狀（狇，α，β）＝犗
１

狀３
．

４　实际的应用

等式∑
∞

狀＝０

ｓｉｎ（狀＋１／２）狓
狀＋１／２
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２．２　论文题名字数一般不超过１８字，必要时可加副题．文中各级层次标题要简短明确，一般不超过１５

字，且同一层次的标题应尽可能“排比”．
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烎ｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　　犈犱犻狋狅狉犻狀犆犺犻犲犳：　ＷＵＤｏｎｇｆｅｎｇ

　　犇犻狊狋狉犻犫狌狋犲犱犫狔　ＣｈｉｎａＰｕｂｌｉｃａｔｉｏｎＦｏｒｅｉｇｎ

　　　　ＴｒａｄｉｎｇＣｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ

（Ｐ．Ｏ．Ｂｏｘ７８２，Ｂｅｉｊｉｎｇ，１０００１１，Ｃｈｉｎａ）

　　刊　号：
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ＣＮ３５１０７９／Ｎ
　　　　　代　号：

国内邮发３４４１
国外 ＮＴＺ１０５０

　　国内定价：
８．００元／期

４８．００元／年


