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　　　非负矩阵分解及其改进方法

刘志扬

（广东科技学院 基础部，广东 东莞５２３０８３）

摘要：　首先，给出非负矩阵分解的数学形式，分析欧式距离和相对熵（ＫＬ）散度两种分解误差评价函数．然

后，针对３种特殊形式的非负矩阵进行分解方法的改进，优化函数和迭代过程分别适用于正交非负矩阵、凸非

负矩阵、投影非负矩阵的分解．结果表明：提出的改进方法简化了非负矩阵分解的过程．
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非负矩阵分解，是数据挖掘领域的一个关键问题．通过非负矩阵分解，原始矩阵的维度得以降低，且

分解结果中的非负表达更适用于实际问题．由于非负矩阵分解的重要性，许多学者对这一领域开展了理

论和实践研究，尤其在分解过程的收敛速度、分解过程的复杂性方面更加关注［１４］．非负矩阵分解理论建

立之初，是针对用非负矩阵来表达的多维数据［５］．同时，非负矩阵分解要求分解后的矩阵也要满足非负

的特征．显然，这种约束的存在使得分解结果表现出一定的稀疏性，但这种稀疏性也可以有效地抵制来

自外部的干扰．稀疏性特征也反映出非负矩阵分解只能清晰地表达多维数据的部分特征
［６］．随着非负矩

阵分解的应用日益增多，学者们又发现了其聚类功能，从而拓宽了非负矩阵分解的应用领域［７８］．Ｋｉｔａ

ｍｕｒａ等
［９］在一般非负矩阵分解过程中进一步添加新的约束条件，使分解得到的结果可以成为另一个分

解结果上的投影．在此基础上，正交性约束条件也被添加进来，非负矩阵分解的迭代过程得到更新，从而

加快了拉格朗日最优解获得的收敛速度．Ｌｕｄｅｎａ等
［１０］在一般非负矩阵分解过程中添加了一个凸性约

束，从而构建了一种凸非负矩阵的分解方法．这种方法获得的分解结果更加稀疏，但也增强了对凸非负

矩阵多维数据的解释能力．本文在一般非负矩阵分解过程的基础上，探寻几种改进分解方法．
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１　非负矩阵分解的理论基础

对于实际问题而言，非负的向量表达、非负的矩阵分解往往更有意义．正是这种实际需求，催生了非

负矩阵分解方法的出现．从数学形式上看，高维数据矩阵经过非负矩阵分解后，求得的低维矩阵中的元

素都应该是非负的．因为非负性要求的存在，也必然会使分解结果在一定程度上只能采用稀疏表达的结

果．稀疏表达并不一定是不利的，在很多情况下甚至可以抵御外部的干扰．

至此，给出一个非负矩阵分解的一般性描述．设定犢是一个非负矩阵，它可以进一步分解为两个非

负矩阵犃和犅，并且可以满足犢≈犃犅．如果矩阵犃的列数少于矩阵犅的列数，那么，就只能实现对矩阵犢

的稀疏表达．这时，如果要尽可能地实现对矩阵犢的表达，就必须找到原始矩阵的类似结构，矩阵犃和

矩阵犅的乘积才能实现对矩阵犢的最佳拟合．还需要指出，非负矩阵分解获得的投影系数，不会出现有

正有负的情况，这一点和主成分分析方法存在明显不同．

假设给定的原始矩阵犢的维度是狆×狇，矩阵中全部元素都是非负的，同时，维度狆大于维度狇．经

过非负矩阵分解的处理，原始矩阵犢被分解为两个非负矩阵犃 和犅．其中，非负矩阵犃的维度是狆×狊，

非负矩阵犅的维度是狆×狊．这里，维度狊一般是一个先行给定的参数，且这个参数需满足狊＜狆狇／（狆＋

狇）．对于不同的实际问题，非负矩阵犃和非负矩阵犅可给出更有针对性的解释．

对于矩阵犃和矩阵犅而言，因为非负属性的限制条件的存在，对于非负矩阵犢而言 ，很难做出准确

性分解，一般都是带有一定误差的分解．因此，分解后３个矩阵的关系是犢≈犃犅．虽然很难实现非负矩

阵的准确分解，但还是希望分解结果和原始矩阵之间的误差尽可能小些．为了分析这种误差的大小，一

般要设定一个评价函数，用以判断非负矩阵犢的非负分解结果误差是否足够小．

第１种常见的评价函数，一般用欧式距离设计，具体形式为

犈１（犢，犃，犅）＝ ‖犢－犃犅‖
２
犌． （１）

　　由欧式距离评价函数，可评价非负矩阵分解结果和原始非负矩阵的近似情况，可得优化函数为

ｍｉｎ
犃≥０，犅≥０

‖犢－犃犅‖
２
犌． （２）

　　优化过程中，每一步骤的迭代操作为

犃犻，犽 ＝犃犻，犽
（犢犅Ｔ）犻，犽
（犃犅犅Ｔ）犻，犽

，　　犅犽，犼 ＝犅犽，犼
（犃Ｔ犢）犽，犼
（犃Ｔ犃犅）犽，犼

． （３）

　　第二种常见的评价函数，一般用相对熵（ＫＬ）散度设计，具体形式为

犈２（犢，犃，犅）＝∑
犻，犼

（犢犻，犼ｌｇ犡犻，犼
（犃犅）犻，犼

－犢犻，犼＋（犃犅）犻，犼）． （４）

式（４）中：对于任意的犽而言，存在∑
犻，犼

犅犻，犽 ＝１．

根据ＫＬ散度评价函数，可以评价非负矩阵分解结果和原始非负矩阵的近似情况，据此设计出的优

化过程的２个迭代操作为

犃犻，犽 ＝犃犻，犽（
∑
犿

犢犻，犿
（犃犅）犻，犿

犅犽，犿

∑
犿

犅犽，犿
），　　犅犻，犽 ＝犅犻，犽

∑
犿

犃犽，犽犢犿，犼
（犃犅）犿，犼

∑
犿

犅犿，犽

． （５）

２　非负矩阵分解的改进方法

在实际应用中，非负矩阵存在一些特殊的形式，需要对原有的分解方法进行有针对性的改进．文中

将分别探讨３类特殊的非负矩阵：正交非负矩阵、凸非负矩阵、投影非负矩阵．

２．１　正交非负矩阵的对应分解方法

在数据分类等实际应用中，正交非负矩阵有着非常高的实用价值．正交非负矩阵又可以分为水平单

侧方向上的正交非负矩阵、垂直单侧方向上的正交非负矩阵、双向正交非负矩阵等３种类型．

１）水平单侧方向上的正交非负矩阵分解．水平单侧方向上的非负矩阵，在非负分解过程中的优化

函数为
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ｍｉｎ
犃≥０，犅≥０

‖犢－犃犅
Ｔ
‖
２
犌，

ｓ．ｔ．　犃
Ｔ犃＝犐

烍
烌

烎．

（６）

　　在水平单侧方向上非负矩阵分解的过程中，所用的迭代公式分别为

犃犻，犽 ＝犃犻，犽
（犢犅）犻，犽
（犃犃Ｔ犢犅）犻，槡 犽

，　　犅犼，犽 ＝犅犼，犽
（犢Ｔ犃）犼，犽
（犅犃犃Ｔ）犼，犽

． （７）

　　２）垂直单侧方向上的正交非负矩阵分解．垂直单侧方向上的非负矩阵，在非负分解过程中的优化

函数为

ｍｉｎ
犃≥０，犅≥０

‖犢－犃犅
Ｔ
‖
２
犌，

ｓ．ｔ．　犅
Ｔ犅＝犐

烍
烌

烎．

（８）

　　在垂直单侧方向上非负矩阵分解的过程中，所用的迭代公式分别为

犃犻，犽 ＝犃犻，犽
（犢犅）犻，犽
（犃犅Ｔ犅）犻，槡 犽

，　　犅犼，犽 ＝犅犼，犽
（犢Ｔ犃）犼，犽
（犅犅Ｔ犢Ｔ犃）犼，犽

． （９）

　　３）水平垂直双向上的正交非负矩阵分解．水平垂直双向上的非负矩阵，在非负分解过程中的优化

函数为

ｍｉｎ
犃≥０，犅≥０

‖犢－犃犛犅
Ｔ
‖
２
犌，

ｓ．ｔ．　犅
Ｔ犅＝犐，

犃犃Ｔ
＝犐

烍

烌

烎．

（１０）

　　在水平垂直双向上非负矩阵分解的过程中，所用的迭代公式分别为

犃犻，犽 ＝犃犻，犽
（犢犅犛Ｔ）犻，犽
（犃犃Ｔ犢犅犛Ｔ）犻，槡 犽

， （１１）

犅犼，犽 ＝犅犼，犽
（犢Ｔ犃犛）犼，犽
（犅犅Ｔ犢Ｔ犃犛）犼，槡 犽

， （１２）

犛犻，犽 ＝犛犻，犽
（犃Ｔ犢犅）犻，犽
（犃Ｔ犃犛犅Ｔ犅）犻，槡 犽

． （１３）

２．２　凸非负矩阵的对应分解方法

凸非负矩阵分解，一般是在考虑原始矩阵不受任何限制条件下展开的．在这种情况下，只要求分解

出的矩阵有一部份是非负的，对另一部分则没有限制．

假设要求分解出的矩阵犅是非负的，对矩阵犃没有要求，那么，优化问题转变为

ｍｉｎ
犃≥０，犅≥０

‖犢－犃犅
Ｔ
‖
２
犌，

ｓ．ｔ．　犅≥０
烍
烌

烎．

（１４）

　　此时，可以对犃施加一个凸性约束，即

犃犾 ＝犵１，犾狔１＋…＋犵犿，犾狔狀． （１５）

　　式（１５）也可以写为

犃＝犢犌． （１６）

　　至此，可以将凸非负矩阵分解优化过程的迭代公式设计为

犅犻，犽 ＝犅犻，犽
（（犢Ｔ犢）＋犌）犻，犽＋（犅犌

Ｔ（犢Ｔ犢）－犌）犻，犽
（（犢Ｔ犢）－犅）犻，犽＋（犅犌

Ｔ（犢Ｔ犢）－犌）犻，槡 犽

， （１７）

犌犻，犽 ＝犌犻，犽
（（犢Ｔ犢）＋犅）犻，犽＋（（犢

Ｔ犢）－犌犅
Ｔ犅）犻，犽

（（犢Ｔ犢）－犅）犻，犽＋（（犢
Ｔ犢）－犌犅

Ｔ犅）犻，槡 犽

． （１８）

２．３　投影非负矩阵的对应分解方法

投影非负矩阵的非负分解，可以写为

ｍｉｎ
犃≥０，犅≥０

‖犢－犃犅‖
２
犌，

ｓ．ｔ．　犅＝犃
Ｔ犢

烍
烌

烎．

（１９）
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　　对于上述优化问题，优化过程中的迭代公式为

犃犻，犽 ＝犃犻，犽
２（犢犢Ｔ犃）犻，犽

（犃犃Ｔ犢犢Ｔ犃）犻，犽＋（犢犢
Ｔ犃犃Ｔ犃）犻，犽

． （２０）

　　对于投影非负矩阵的非负分解，还可以进一步施加一个正交性约束，此时优化问题变为

ｍｉｎ
犃≥０，犅≥０

‖犢－犃犅‖
２
犌，

ｓ．ｔ．　犅＝犃
Ｔ犢，

犃Ｔ犃＝犐

烍

烌

烎．

（２１）

　　对应的迭代公式变为

犃犻，犽 ＝犃犻，犽
（犢犢Ｔ犃）犻，犽
（犃犃Ｔ犢犢Ｔ犃）犻，犽

． （２２）

　　至此，给出了３种不同非负矩阵的非负分解方法，以及具体的优化函数和迭代操作过程．

３　结束语

针对非负矩阵的分解效果评价，提出欧式距离评价函数和ＫＬ散度评价函数．对正交非负矩阵、凸

非负矩阵、投影非负矩阵的分解方案进行改进，分别建立分解过程的优化函数．分解结果显示，文中改进

的分解方法，不仅使３种非负矩阵的分解过程得到简化，分解效率得到提升，分解误差也符合两种评价

函数的检验标准．
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