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　　　非线性机电换能器混沌系统的

　　　分数阶控制及其电路仿真

王献锋，王震，张善文，惠小健

（西京学院 应用理学系，陕西 西安７１０１２３）

摘要：　通过数值分析计算一类自激机电换能器耦合系统的分叉、最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数等混沌特性，并运用分

数阶稳定性理论及Ｇｅｒｓｈｇｏｒｉｎ圆定理证明并构造两个反馈控制器．采用所提方法，运用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ软件对机电

控制系统进行电路实验仿真验证．实验结果表明：所设计的分数阶控制器对机电换能器的混沌控制是有效的，

同时，电路设计具有可行性和可实现性．
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在电力系统等工程实际应用中，存在大量耦合Ｖａｎｄｅｒｐｏｌ?Ｄｕｆｆｉｎｇ振子，其表现出来的混沌复杂性

问题已成为研究的热点．为了研究耦合振子的动力学及分叉行为，奇异性理论、平均法、谐波平衡法等方

法［１?２］被提出并利用．文献［３?４］考虑具有自动频率跟踪功能的电磁振动给料机的机电耦合系统的余维２

动态分叉．张永祥等
［５］研究振动筛系统余维３分岔行为．随着人们对机电耦合混沌系统的深入研究，大

量的复杂非线性现象及系统的内在混沌动力学行为被揭示，同时，基于不同策略的混沌控制与同步方法

在实验和应用中得到广泛验证．王从庆等
［６］对三连杆空间机械臂系统，给出了鲁棒Ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ?Ｄｅｒｉｖ

ｔｉｖｅ（ＰＤ）补偿控制、延迟反馈控制和模态力最优控制策略．文献［４?８］就一类机电耦合Ｖａｎｄｅｒｐｏｌ?Ｄｕｆｆ?
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ｉｎｇ系统，分别给出自适应反步控制及无源化控制方案．文献［９?１１］对耦合Ｖａｎｄｅｒｐｏｌ?Ｄｕｆｆｉｎｇ振子分别

提出广义同步、延迟反馈控制、双 Ｈｏｐｆ分叉控制等方法．Ａｒｅｎａ等
［１２］研究低于２阶的分数阶非自治

Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统；Ｌｉ等
［１３］研究阶数小于３阶的分数阶混沌振荡电路的同步理论．由于分数阶导数的物

理意义和几何意义还不清楚，尤其是在非线性系统理论中，分数阶混沌系统理论还非常不成熟，所以，目

前分数阶混沌系统理论主要以数值仿真实验为主．因此，本文运用分数阶系统稳定性判据
［１４］对一类耦

合Ｖａｎｄｅｒｐｏｌ?Ｄｕｆｆｉｎｇ振子机电系统，即

狓̈－ε１（１－狓
２）狓＋ω

２
１狓＋狆̈狔＝０，

狔̈＋ε２狔＋ω
２
２狔＋犮狔

３
－狆狓＝０

烍
烌

烎．
（１）

设计了两种分数阶微分反馈控制器，并通过电路仿真对控制策略进行了验证．

１　分叉动力学

选取ε２＝０．００９８７，ε１＝２．４６６，ω２＝１，犮＝０，狆＝３．５１８，狇＝０．８０８，系统发生逆向倍式分叉，如图１所

示．相应的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图，如图２所示．由图２可知：随着参数的减少，系统状态经过周期运动

进入混沌运动．

　　　图１　参数ω１ 的分叉图 图２　参数ω１ 的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图

　　　　Ｆｉｇ．１　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈω１ Ｆｉｇ．２　ＬａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈω１

２　分数阶控制

引理１
［１５］
　假设狓＝０是自治系统ｄ

α狓／ｄ狋α＝犃（狓）狓的一个平衡点，如果犃（狓）的任意特征值λ满

足｜ａｒｇ（λ）｜＞απ／２，则系统平衡点渐近稳定．

引理２（Ｇｅｒｓｈｇｏｒｉｎ圆定理）
［１６］
　 设犃＝（犪犻，犼）狀×狀∈犆

狀×狀，则其所有特征值λ都在圆盘狘狋－犪犻，犼狘≤

∑
犼≠犻

狘犪犻，犼狘中．

改写机电换能器混沌式（１），令犣＝（狕１，狕２，狕３，狕４）＝（狓，狓，狔，狔），则

犣＝犳（犣）． （２）

式（２）中：犳（犣）＝

　　　　　　　　　　狕２

－（ω
２
１＋狆狇）狕１＋ε１（１－狕

２
１）狕２＋狆ω

２
２狕３＋狆犮狕

３
３＋狆ε２狕４

　　　　　　　　　　狕４

　　　　　　狇狕１－ε２狕４－ω
２
２狕３－犮狕

烄

烆

烌

烎
３
３

．

由文献［１３］可知式（２）各局部动力学行为，为了对式（２）进行控制，取控制系统为

犣＝犳（犣）＋犞（狋）． （３）

式（３）中：犞（狋）＝

－
ｄα犝（狋）

ｄ狋α
－（犑２＋犑１）（犣－犣０），　犣０ 是平衡点

－犳（犣０）－
ｄα犣

ｄ狋α
＋犣，　犣０

烅

烄

烆
是常点

，犑１＝ｄｉａｇ（犾１，犾２，犾３，犾４），犑２＝ｄｉａｇ（犽１，

犽２，犽３，犽４），
ｄα

ｄ狋α
＝
ｄα１

ｄ狋α１
，ｄ

α２

ｄ狋α２
，ｄ

α３

ｄ狋α３
，ｄ

α４

ｄ狋α［ ］４
Ｔ

，０＜α犻＜１，犽犻＞０，犝＝（狌１，狌２，狌３，狌４）
Ｔ，犻＝１，…，４．

定理Ⅰ　当犾１＞１，犾２＞犕２＋狆ε２＋ε１＋１＞０，犾３＞２，犾４＞１＋犕４－ε２＞０，０＜犽犻＜１时，式（２）可经过控
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制器稳定到平衡点．

定理Ⅱ　当式（２）在常点犣０ 处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵不存在正实特征值时，可经过控制器稳定到常点．

证明　１）如果犣０＝（狕１，０，狕２，０，狕３，０，狕４，０）
Ｔ 为式（２）的平衡点，则狕２，０＝狕４，０＝０．令犣^＝犣－犣０，则式

（３）可以写为

犣^
·

＝犳（^犣＋犣０）＋犝（狋）－犑１^犣，

ｄα犝（狋）

ｄ狋α
＝－犝（狋）－犑２^犣

烍

烌

烎
．

（４）

　　系统（４）在犣^＝０处的线性化矩阵为犃＝
犑０－犑１ 犈

－犑２

烄

烆

烌

烎犈
．其中，犑０＝

０ １ ０ ０

犃２，１ 犃２，２ 犃２，３ 狆ε２

０ ０ ０ １

狇 ０ 犃４３ －ε

烄

烆

烌

烎２

，犑１＝

ｄｉａｇ（犾１，犾２，犾３，犾４），犑２＝ｄｉａｇ（犽１，犽２，犽３，犽４），犃２，１＝ω
２
１－狆狇－２ε１（^狕１＋狕１，０）（^狕２＋狕２，０），犃２，２＝－ε１（（^狕１＋

狕１，０）
２－１），犃２，３＝狆（ω

２
２＋３犮（^狕３＋狕３，０）

２），犃４，３＝－ω
２
２－３犮（^狕３＋狕３，０）

２．由于混沌系统各变量有界，故可令

犕２＝｜犃２，１｜＋｜犃２，３｜，犕４＝｜犃４，３｜，由引理２以及定理条件知式（４）的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的特征值的复角主

值满足｜ａｒｇ（λ）｜＞π／２，根据引理１，在原点处式（４）渐近稳定，即在犣０ 点处，式（２）渐近稳定．

２）如果犣０ 是式（２）的常点，则式（３）变为

ｄα犣

ｄ狋α
＝犳（犣）－犳（犣０）， （５）

且犣０ 为式（５）的平衡点，式（５）与（２）在犣０ 点处有相同的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵，根据定理条件，则存在０＜α０＜

图３　１／狊０．９的单元电路

Ｆｉｇ．３　Ｃｅｌｌｃｉｒｃｕｉｔｏｆ１／狊
０．９

１，且｜ａｒｇ（λ）｜≥α０π／２，故０＜ｍａｘ｛α｝＜α０＜１，式（５）在

犣０ 点处稳定，即式（２）在常点犣０ 处稳定．

３　电路仿真

为了便于进行仿真实验，取与文献［１４］相同的参数

值，此时式（２）只含有一个零平衡点，即犣０＝（０，０，０，

０）Ｔ，取α＝［０．９，０．９，０．９，０．９］
Ｔ，分数阶１／狊０．９的单元

电路，如图３所示，其相应的电路方程为

１

狊０．９


犚１
狊犚１犆１＋１

＝
犚２

狊犚２犆２＋１
＋

犚３
狊犚３犆３＋１

．

　　控制式（４）的各状态电路原理图，如图４所示（由于各电路设计思路相同，故只给出一个电路图）．由

定理Ⅰ可知，控制式（４）的各状态稳定，其稳定状态如图５所示（这里只给出状态狕^１）．

图４　式（４）的电路原理图

Ｆｉｇ．４　Ｃｉｒｃｕｉｔｄｉａｇｒａｍｏｆｓｙｓｔｅｍ（４）

取式（２）的常点犣０＝（０，１，２，１）
Ｔ，可得Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的特征值λ１，２＝０．９５４３３９±１．６０４９０２ｉ，λ３，４＝

０．２７３７２６±１．４６０３２３ｉ，满足定理Ⅱ．故令α００．６５８４７３，则取α＝［０．５，０．５，０．５，０．５］
Ｔ，按照前述设计

思路，可设计１／狊０．５单元电路及分数阶式（５）的电路．进而由定理Ⅱ可知，式（５）在点犣０ 处稳定，即机电换

能器混沌式（２）经过控制器犞（狋）＝－犳（犣０）－
ｄα犣

ｄ狋α
＋犣在犣０ 处稳定，其稳定状态如图６所示（这里只给

出状态狕１）．
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

　 图５　式（４）的稳定状态 图６　式（５）的稳定状态

　　Ｆｉｇ．５　Ｓｔａｂｌｅｓｔａｔｅｏｆｓｙｓｔｅｍ（４） Ｆｉｇ．６　Ｓｔａｂｌｅｓｔａｔｅｏｆｓｙｓｔｅｍ（５）

４　结束语

运用分数阶微积分理论及Ｇｅｒｓｈｇｏｒｉｎ圆定理，结合反馈控制法对一类 Ｖａｎｄｅｒｐｏｌ?Ｄｕｆｆｉｎｇ耦合机

电系统设计了两个分数阶微分反馈控制器．同时，给出了严格的数学理论证明．运用模块化设计方法对

控制策略进行电路设计与实验，证实了分数阶微分反馈控制器的可行性及可实现性．
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