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　　　采用节点流守恒求取多状态网络

犱?最小路集的改进算法

褚洪彦

（南京信息职业技术学院 计算机与软件学院，江苏 南京２１００２３）

摘要：　针对多状态网络可靠度的计算问题，给出一种求解多状态网络犱?最小路集的改进算法．引入可行流

向量，并将网络中的双向边等效为单向边，使算法对网络中边的容量取值无特殊要求，且可用于含双向边的网

络，适用性更强．通过引入边的容量下确界，并将网络中的反向边等效为单向边，减少求取犱?最小路集可行解

时需枚举的解数目，降低算法复杂度．以多状态网络为例，进行分析验证．结果表明：该算法可以准确得到多状

态网络所有犱?最小路集．
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学者对网络系统可靠性计算方面进行了大量研究，已经给出许多计算方法，如真值表法、全概率分

解法、蒙特卡诺图法、最小路集和最小割集法等［１?２］．真值表法是最原始的计算系统可靠性的方法，只适

用于小型网络．全概率分解法的基本思想是将一个复杂的网络系统分解为若干个相当简单的子系统，当

网络规模较大时，这种方法也难以实用．对于大型复杂网络系统，基于最小路集和最小割集的方法十分

有效，应用最为广泛［３?１２］．犱?最小路集从成功的角度描述多状态网络的结构，是众多可靠度算法的基础．

已有的求取犱?最小路集的算法一般需要事先求取网络所有最小路集，过程复杂，计算繁琐．本文提出一

种不需网络最小路集，直接求取犱?最小路集的方法．
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１　改进算法

１．１　算法原理

定义｜犈｜维向量犉＝（犳１，犳２，…，犳犻，…，犳｜犈｜），其中，犳犻表示网络中边犲犻中的流量，基于流守恒定律

向量，犉称为一个可行流向量，当且仅当同时满足式（１）～（３），即

∑
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犳犻，　　犼＝２，３，…，狘犞狘－１， （２）

犳犻∈ ｛０，１，…，犫犻，狀犻｝，　　犻＝１，２，…，狘犈狘． （３）

　　因犳犻的取值集合不是犅犻，而｛０，１，…，犫犻，狀犻｝，故满足上述条件的可行流向量犉是存在的．令

狓犻＝ ｍｉｎ
犫犻，犼犻

∈犅犻
，犫犻，犼犻

≥犳
犫犻，犼犻，　　犻＝１，２，…，狘犈狘． （４）

则网络状态向量犡即犱?最小路集的可行解．

如网络中存在连接节狏犼和狏犽 的双向边犲犻（犲犻∈犈
＋（狏犼），犲犻∈犈

－（狏犼），犲犻∈犈
＋（狏犽），犲犻∈犈

－（狏犽）），则

任取一个方面，将其变为单向边（假设取其方向为由节点狏犽 流入节点狏犼，即犲犻∈犈
＋（狏犼），犲犻∈犈

－（狏犽）），

对应犳犻取值集合变为犳犻∈｛－犫犻，狀犻，－犫犻，狀犻＋１，…，－１，０，１，…，犫犻，狀犻｝．其中，正值代表由狏犽 流入狏犼；负值

代表由狏犼流入狏犽．如网络中同时存在由节点狏犼流入节点狏犽 的边犲犻１和由节狏犼流入节点狏犽 的反向边犲犻２，

易知这两条对网络的影响取决于两条边中的流量之差犳′犻＝犳犻
１
－犳犻

２
．为了降低运算复杂度，可用一条由

节点狏犼流入节点狏犽 的边犲犻替换犲犻１和犲犻２，对应犳′犻∈｛－犫犻１，狀犻
２

，－犫犻
１
，狀犻
２
＋１，…，－１，０，１，…，犫犻，狀犻

犼

｝．针对

改变后的网络获得可行流向量犉′后，则原网络对应的可行流向量犉满足
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２
＝０，　　犳′犻≥０， （５）

犳犻
１
＝０，　　犳犻≤０． （６）

　　综合考虑这两种情况，式（３）可分解为

犳犻∈ ｛０，１，…，犫犻，狀犻｝，　　犻∈ ｛１，２，…，狘犈狘｝为单向边， （７）

犳犻∈ ｛－犫犻，狀犻，－犫犻，狀犻 ＋１，…，１－，０，１，…，犫犻，狀犻｝，　　犻∈ ｛１，２，…，狘犈狘｝为双向边， （８）

犳犻∈ ｛－犫犻２，狀犻
２

，－犫犻
２
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２
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１
，狀犻
１

｝，　　犲犻为边犲犻
１
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２
合并的单向边． （９）

　　式（４）变为

狓犻＝ ｍｉｎ
犫犻，犼１

∈犅犻
，犫犻，犼１

≥狘犳犻狘
犫犻，犼１，　　犻＝１，２，…，狘犈狘． （１０）

　　求取犱?最小割集的算法中，边容量下确界的定义有效降低了算法的复杂度，文中提出一个计算犱?

最小割集可行解对应的边的容量下确界Ｉｎ犳１（犲犻）的方法．基于引理１，将边的容量下确界Ｉｎ犳２（犲犻）引入

计算犱?最小路集的算法中，增强式（７）～（９）的约束性．

引理１　记犣＝｛犫１，狀
１
，…，犫犻－１，狀犻－１，０，犫犻＋１，狀犻＋１，…，犫｜犈｜，狀｜犈｜｝，若Φ（犣）＞犱，令Ｉｎ犳２（犲犻）＝０；若Φ（犣）≤

犱，令Ｉｎ犳２（犲犻）＝ ｍａｘ
犫犻，犼１

≤（犱－Φ（犣）），犫犻，犼１
∈犅犻

犫犻，犼１；则任一犱?最小路集，有狓犻＞Ｉｎ犳２（犲犻）．

证明　当Φ（犣）＞犱时，狓犻∈犅犻，故狓犻≥０，即狓犻＞Ｉｎ犳２（犲犻）＝０；当Φ（犣）≤犱时，假设狓犻＞Ｉｎ犳２（犲犻），

则有Φ｛犫１，狀
１
，…，犫犻－１，狀犻－１，Ｉｎ犳２（犲犻），犫犻＋１，狀犻＋１，…，犫｜犈｜，狀｜犫｜｝＝Φ（犣）＋Ｉｎ犳２（犲犻），犡＜｛犫１，狀１，…，犫犻－１，狀犻－１，Ｉｎ

犳２（犲犻），犫犻＋１，狀犻＋１，…，犫｜犈｜，狀｜犫｜｝，故Φ（犡）＜Φ（犣）＋Ｉｎ犳２（犲犻）＝Φ（犣）＋ ｍａｘ
犫犻，犼１

≤（犱－Φ（犣）），犫犻，犼１
∈犅犻

犫犻，犼１≤Φ（犣）＋犱－Φ

（犣）＝犱，即Φ（犡）＜犱，与犡是犱?最小路集矛盾，故狓犻≥Ｉｎ犳２（犲犻）．

基于引理１，将式（７）～（９）变为

犳犻∈ ｛Ｉｎ犳２（犲犻），Ｉｎ犳２（犲犻）＋１，…，犫犻，狀犻｝，　犻∈ ｛１，２，…，狘犈狘｝，　　犲犻为单向边， （１１）

犳犻∈ ｛Ｉｎ犳２（犲犻），Ｉｎ犳２（犲犻）＋１，…，犫犻，狀犻｝∪ （－犫犻，狀犻，－犫犻，狀犻 ＋１，…，－Ｉｎ犳２（犲犻）｝，

　犻∈ ｛１，２，…，狘犈狘｝，　　犲犻为双向边，
（１２）

犳犻∈ ｛－犫犻２，狀犻
２
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２
，狀犻
２
＋１，…，Ｉｎ犳２（犲犻）｝∪ ｛－Ｉｎ犳２（犲犻），－Ｉｎ犳２（犲犻）＋１，…，犫犻，狀犻｝，

犲犻为边犲犻
１
和犲犻

２
合并的单向边．

（１３）
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１．２　算法步骤

基于上述分析，改进Ｙｅｈ的算法
［６］后，求解犱?最小路集有以下６个步骤．

步骤１　计算Φ｛犫１，狀
１
，犫２，狀

２
，…，犫犻－１，狀犻－１，０，犫犻＋１，狀犻＋１，…，犫｜犈｜，狀｜犫｜｝，基于引理１，可得Ｉｎ犳２（犲犻）．

步骤２　若网络中存在双向边，取任一方向，将其变为单向边．

步骤３　若网络中某两节点间存在两条反向边，将其合并为一条单向边．

步骤４　基于式（１），（２），式（１１）～（１３）及式（５），（６），可得所有可行流向量犉．

步骤５　基于式（１０），可得所有可行流向量犉对应的犱?最小路集可行解犡．

步骤６　比较所有的可行解，可行解犡如不存在可行解犢满足犢 ≤犡，则犡就是一个犱?最小路集．

２　算法分析

有关犱?最小路集研究中常用的多状态网络，如图１所示．以此为例，首先，验证边犲犻 的容量取值集

合满足犫犻，犼犻＋１＝犫犻，犼犻＋１的网络，算法得到的犱?最小路集和已有算法完全相同，即算法的正确性．其次，以

Ｊａｎｅ
［２］得出的网络为例，验证边犲犻的容量取值集合不满足犫犻，犼犻＋１＝犫犻，犼犻＋１的网络，算法能够得到犱?最小

路集，即算法的适用性．

网络中各边的取值集合分别为犅１＝｛０，１，２，３｝，犅２＝犅６＝｛０，１，２，３｝，犅３＝犅４＝犅５＝｛０，１｝，犱＝３．

步骤１　由引理１，得Ｉｎ犳２（犲１）＝２，Ｉｎ犳２（犲２）＝Ｉｎ犳２（犲６）＝１，Ｉｎ犳２（犲３）＝Ｉｎ犳２（犲４）＝Ｉｎ犳２（犲５）＝０．

步骤２　网络中无双向边，跳过该步骤．

步骤３　网络中节点狏２，狏３ 间存在反向边犲３，犲４，将其合并为一条单向边犲７，对应网络如图２所示．

　　　图１　多状态网络 图２　合并后的多状态网络

　　　　Ｆｉｇ．１　Ｍｕｌｔｉｓｔａｔｅｎｅｔｗｏｒｋ Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｂｉｎｅｄｍｕｌｔｉｓｔａｔｅｎｅｔｗｏｒｋ　　

步骤４　基于式（１）～（２）及式（１１）～（１３），可得

犳１＋犳５ ＝犳２＋犳６ ＝３， （１４）

犳１ ＝犳２＋犳７， （１５）

犳５＋犳７ ＝犳６， （１６）

犳１ ∈ ｛２，３｝，　　犳２ ∈ ｛１，２｝，　　犳５ ∈ ｛０，１｝，　　犳６ ∈ ｛１，２｝，　　犳７ ∈ ｛－１，０，１｝． （１７）

　　由此可得犉′＝（犳１，犳２，犳５，犳６，犳７）可能值为（３，２，０，１，１），（２，２，１，１，０），（２，１，１，２，１），基于式（１４）

得犳３＝犳７，犳４＝０，即可行流向量犉＝（犳１，犳２，犳３，犳４，犳５，犳６）所有可能值为（３，２，１，０，０，１），（２，２，０，０，１，

１），（２，１，１，０，１，２）．

步骤５　基于式（１０），可得所有可行解犡为（３，２，１，０，０，１），（２，２，０，０，１，１），（２，１，１，０，１，２）．

步骤６　两两比较，可得网络所有３最小路集．与文献［８］结果对比，可知算法结果是正确的．

在桥型网络中，若取值集合均为｛０，３，５｝，犱＝５．基于引理１，可得Ｉｎ犳２（犲１）＝０，犻＝１，２，…，５．基于

式（１）～（２）及式（１１），可得

犳１＋犳４ ＝犳２＋犳５ ＝５， （１８）

犳１ ＝犳２＋犳３， （１９）

犳３＋犳４ ＝犳５， （２０）

犳犻∈ ｛０，１，…，５｝． （２１）

　　求解式（１８）～（２１），可得所有可行流向量犉．

基于所有可行流向量犉，按照式（１０）得到对应的所有可行解犡，如表１所示．通过比较可得该网络
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所有５?最小路集：（５，５，０，０，０），（５，３，３，０，３），（５，０，５，０，５），（３，３，０，３，３），（３，０，３，３，５），（０，０，０，５，５），

并未像Ｙｅｈ
［６］及其改进算法一样遗漏（３，３，０，３，３）

表１　网络的所有可行流向量和可行解

Ｔａｂ．１　Ａｌｌｆｅａｓｉｂｌｅｆｌｏｗｖｅｃｔｏｒｓａｎｄｆｅａｓｉｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋ

序号 可行流向量 可行解 序号 可行流向量 可行解 序号 可行流向量 可行解

１ （５，５，０，０，０） （５，５，０，０，０） ８ （５，５，０，０，０） （５，３，３，３，３） １５ （３，０，３，２，５） （３，０，３，３，５）

２ （５，４，１，０，１） （５，５，３，０，３） ９ （５，４，１，０，１） （５，３，３，３，３） １６ （２，２，０，３，３） （３，３，０，３，３）

３ （５，３，２，０，２） （５，３，３，０，３） １０ （５，３，２，０，２） （５，３，３，３，５） １７ （２，１，１，３，４） （３，３，３，３，５）

４ （５，２，３，０，３） （５，３，３，０，３） １１ （５，２，３，０，３） （５，０，５，３，５） １８ （２，０，２，３，５） （３，０，３，３，５）

５ （５，１，４，０，４） （５，０，５，０，５） １２ （５，１，４，０，４） （３，３，０，３，３） １９ （１，１，０，４，４） （３，３，０，５，５）

６ （５，０，５，０，５） （５，０，５，０，５） １３ （５，０，５，０，５） （３，３，３，３，３） ２０ （１，０，１，４，５） （３，０，３，５，５）

７ （４，４，０，１，１） （５，５，０，３，３） １４ （４，４，０，１，１） （３，３，３，３，５） ２１ （０，０，０，５，５） （０，０，０，５，５）

３　结束语

研究求解多状态网络犱?最小路集的方法，改进后的算法不需要求取网络所有最小路集．通过引入

可行流向量，并将网络中的双向边等效为单向边，使算法对网络中边的容量取值无特殊要求，且可用于

含双向边的网络，适用性更强．通过引入边的容量下确界，并将网络中的反向边等效为单向边，减少求取

犱?最小路集可行解时需枚举的解数目，降低算法复杂度．
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