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（犖＋１）维广义的犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程的

精确显式非线性波解

温振庶

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究（犖＋１）维广义的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的非线性波解．利用动力系统定性理论和分支方法，获得它的

多种非线性波解的精确显式表达式，这些解包括孤立波解，爆破解，周期爆破解和扭波型解．
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２００７年，Ｙａｎ
［１］引入（犖＋１）维广义的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程，即

狌狋，狋 ＝狌狓，狓＋τ（狌
狀）狓，狓＋狌狓，狓，狓，狓＋∑

犖－１

犼＝１

狌狔犼狔犼． （１）

式（１）中：τ≠０是常数；犖＞１是一个整数．文献［１］利用半行波相似变换得到几类解．Ｇｕｏ等
［２］采用辅助

方程方法得到方程（１）的几种Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数解．Ｌｉｕ等
［３］研究（２＋１）维Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的精确周期孤

立波解，即

狌狋，狋－狌狓，狓－狌狔，狔－狌狓，狓，狓，狓－３（狌
２）狓，狓 ＝０． （２）

　　Ａｂｄｅｌ等
［４］研究（２＋１）维广义的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的孤立波解，即

狌狋，狋－α狌狓，狓－β狌狔，狔－γ（狌
２）狓，狓－狌狓，狓，狓，狓 ＝０． （３）

本文从动力系统的角度［４?２１］研究方程（１）的非线性波解，获得它的多种非线性波解的精确显式表达式，

这些解包括孤立波解，爆破解，周期爆破解和扭波型解．

１　分支相图

将狌（狓，狔１，狔２，…，狔犖－１，狋）＝φ（ξ），ξ＝狓＋∑
犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋代入方程（１），得到

犮２φ″＝φ″＋τ（φ
狀）″＋φ″″＋（犖－１）φ″． （４）

对式（４）积分两次，并设积分常数为０，得到

φ″＋τφ
狀
＋（犖－犮

２）φ＝０． （５）

　　令狔＝φ′，得到一个平面系统，即

ｄφ
ｄξ
＝狔，

ｄ狔
ｄξ
＝－τφ

狀
＋（犮

２
－犖）φ

烍

烌

烎
．

（６）
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其首次积分为

犎（φ，狔）＝狔
２
＋
２τ
狀＋１φ

狀＋１
－（犮

２
－犖）φ

２． （７）

　　当狀为偶数时，系统（６）有２个奇点（φ０，０）和（φ１，０），其中，φ０＝０，φ１＝

狀－１

犮２－犖

槡τ
．

当狀为奇数，且
犮２－犖

τ
＞０时，系统（６）有３个奇点（φ０，０）和（±φ１，０）．

假设（φ犻，０）是系统（６）的一个奇点，系统（６）的线性化系统在奇点（φ犻，０）的特征值为

λ±＝± －τ狀φ
狀－１
犻 ＋（犮

２
－犖槡 ）．

　　根据动力系统的定性理论，有如下引理１．

引理１　当狀是偶数时，有

１）如果犮２－犖＞０，且τ＞０，则φ１＞０＝φ０，且（φ０，０）是一个鞍点，而（φ１，０）是一个中心．

２）如果犮２－犖＞０，且τ＜０，则φ１＜０＝φ０，且（φ０，０）是一个鞍点，而（φ１，０）是一个中心．

３）如果犮２－犖＜０，且τ＞０，则φ１＜０＝φ０，且（φ０，０）是一个中心，而（φ１，０）是一个鞍点．

４）如果犮２－犖＜０，且τ＜０，则φ１＞０＝φ０，且（φ０，０）是一个中心，而（φ１，０）是一个鞍点．

当狀是奇数时，有

１）如果犮２－犖＞０，且τ＞０，则－φ１＜０＝φ０＜φ１，且（φ０，０）是一个鞍点，而（±φ１，０）是中心．

２）如果犮２－犖＜０，且τ＜０，则－φ１＜０＝φ０＜φ１，且（φ０，０）是一个中心，而（±φ１，０）是鞍点．

证明　通过分析系统（６）的线性化系统在奇点的特征值，很容易证明引理１．

因此，基于以上分析，得到系统（６）的分支相图如图１，２所示．

（ａ）犮２－犖＞０，τ＞０　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）犮２－犖＞０，τ＜０

（ｃ）犮２－犖＜０，τ＞０　　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）犮２－犖＜０，τ＜０

图１　当狀为偶数时系统（６）的分支相图

Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（６）ｗｈｅｎ狀ｉｓｅｖｅｎ

（ａ）犮２－犖＞０，τ＞０　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）犮２－犖＜０，τ＜０

图２　当狀为奇数时系统（６）的分支相图

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（６）ｗｈｅｎ狀ｉｓｏｄｄ
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２　主要结果及其理论证明

为了方便表述，对于一个给定的常数犮，假定α＝
（犮２－犖）（狀＋１）

２τ
．主要结果表述为如下３个命题．

命题１　１）当狀为偶数，且犮
２－犖＞０时，方程（１）有孤立波解、爆破解，表达式分别为

狌１ ＝
２α

１＋ｃｏｓｈ（（狀－１） 犮
２
－槡 犖（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋

烄

烆

烌

烎
））

１／（狀－１）

， （８）

狌２ ＝
２α

１－ｃｏｓｈ（（狀－１） 犮
２
－槡 犖（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋

烄

烆

烌

烎
））

１／（狀－１）

． （９）

　　２）当狀为偶数，且犮
２－犖＜０时，方程（１）有周期爆破解，表达式为

狌３ ＝ αｃｓｃ
２
（狀－１） －（犮

２
－犖槡 ）（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋）烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎２

１／（狀－１）

． （１０）

　　证明　１）当犮
２－犖＞０时，在图１（ａ）和图１（ｂ）中有一条通过鞍点（φ０，０）的同宿轨．根据式（７）可以

得到同宿轨的表达式为

狔＝±
２τ
狀＋槡 １φ

（φ

０ ）

狀－１
－φ

狀－
槡

１，　　τ＞０， （１１）

狔＝±
－２τ
狀＋槡 １φ φ

狀－１
－（φ


０ ）

狀－
槡

１，　　τ＜０． （１２）

式（１１），（１２）中：φ

０ ＝

狀－１

槡α．

把式（１１）或式（１２）代入系统（６）的第一个方程，并沿着同宿轨积分，得到

∫
φ

０

φ

ｄ狊

狊 （φ

０ ）

狀－１
－狊

狀－
槡

１
＝

２τ
狀＋槡 １

狘ξ狘， （１３）

∫
φ

φ

０

ｄ狊

－狊 狊狀－１－（φ

０ ）

狀－
槡

１
＝

－２τ
狀＋槡 １

狘ξ狘， （１４）

∫
φ

－∞

ｄ狊

－狊 （φ

０ ）

狀－１
－狊

狀－
槡

１
＝

２τ
狀＋槡 １

狘ξ狘， （１５）

∫
＋∞

φ

ｄ狊

狊 狊狀－１－（φ

０ ）

狀－
槡

１
＝

－２τ
狀＋槡 １

狘ξ狘． （１６）

　　根据式（１３）或式（１４），得到式（８）中的孤立波解狌１；而根据式（１５）或式（１６），可以得到式（９）中的爆

破解狌２．

２）当犮２－犖＜０时，在图１（ｃ）和图１（ｄ）中有一条与中心（φ０，０）的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ相同的轨道．根据式

（７），此轨道的表达式为式（１１）或式（１２）．把式（１１）或式（１２）代入到系统（６）的第一个方程，并沿着此轨

道积分，得到式（１５）或式（１６）．由此，得到式（１０）中的周期爆破解狌３．

命题２　１）当狀为偶数，且犮
２－犖＜０时，方程（１）有孤立波解和爆破解．特别地，取狀＝２，孤立波解

和爆破解的表达式分别为

狌４ ＝
犮２－犖
２τ

３ｔａｎｈ２
－（犮

２
－犖槡 ）（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋）烄

烆

烌

烎２
－

烄

烆

烌

烎

１ ， （１７）

狌５ ＝
犮２－犖
２τ

３ｃｏｔｈ２
－（犮

２
－犖槡 ）（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋）烄

烆

烌

烎２
－

烄

烆

烌

烎

１ ． （１８）

　　２）当狀为偶数，且犮
２－犖＞０时，方程（１）有周期爆破解．特别地，取狀＝２，周期爆破解的表达式为

狌６ ＝－
犮２－犖
２τ

３ｃｏｔ２
犮２－槡 犖（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋）烄

烆

烌

烎２
－

烄

烆

烌

烎

１ ． （１９）
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　　证明　１）当犮
２－犖＜０时，在图１（ｃ）和图１（ｄ）中有一条通过鞍点（φ１，０）的同宿轨．由分支方法知，

方程（１）有孤立波解和爆破解．特别地，取狀＝２，则由式（７），得到同宿轨的表达式为

狔＝±
２τ

槡３（φ－φ１） φ

１ －槡 φ，　　τ＞０， （２０）

狔＝±
－２τ

槡３ （φ１－φ） φ－φ


槡 １ ，　　τ＜０． （２１）

式（２０），（２１）中：φ１＝
犮２－犖

τ
，φ


１ ＝－

犮２－犖
２τ

．

把式（２０）或式（２１）代入到系统（６）的第一个方程，并沿着同宿轨积分，得到

∫
φ

１

φ

ｄ狊

（狊－φ１） φ

１ －槡 狊

＝
２τ

槡３狘ξ狘， （２２）

∫
φ

φ

１

ｄ狊

（φ１－狊） 狊－φ


槡 １

＝
－２τ

槡３ 狘ξ狘， （２３）

∫
φ

－∞

ｄ狊

（φ１－狊） φ

１ －槡 狊

＝
２τ

槡３狘ξ狘， （２４）

∫
＋∞

φ

ｄ狊

（狊－φ１） 狊－φ


槡 １

＝
－２τ

槡３ 狘ξ狘． （２５）

　　由式（２２）或式（２３），得到式（１７）的孤立波解狌４，而根据式（２４）或式（２５），得到式（１８）的爆破解狌５．

２）当犮２－犖＞０时，在图１（ａ）和图１（ｂ）中有一条与中心（φ１，０）的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ相同的轨道．

由分支方法知，方程（１）有孤立波解和爆破解．特别地，取狀＝２，则由式（７），把式（２０）或式（２１）代入

系统（６）的第一个方程，并沿着此轨道积分，可以得到式（２４）或式（２５）．由此，也就得到式（１９）中的周期

爆破解狌６．

命题３　１）当狀为奇数，且犮
２－犖＞０，τ＞０时，方程（１）有孤立波解，表达式为

狌±７ ＝±
２α

１＋ｃｏｓｈ（（狀－１） 犮
２
－槡 犖（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋

烄

烆

烌

烎
）

１／（狀－１）

． （２６）

　　２）当狀为奇数，且犮
２－犖＜０，τ＜０时，方程（１）有周期爆破解，即

狌±８ ＝± αｃｓｃ
２
（狀－１） －（犮

２
－犖槡 ）（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋）烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎２

１／（狀－１）

． （２７）

　　此外，方程（１）有扭波型解和爆破解．特别地，取狀＝３，扭波型解和爆破解的表达式分别为

狌±９ ＝±
犮２－犖

槡τ

βｅｘｐ（ －２（犮
２
－犖槡 ））（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋）－１

βｅｘｐ（ －２（犮
２
－犖槡 ））（狓＋∑

犖－１

犼＝１

（狔犼－犮狋）＋１

， （２８）

狌±１０ ＝±
犮２－犖

槡τ
ｃｏｔｈ －（犮

２
－犖）

槡 ２
（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋（ ））． （２９）

式（２８）中：β≥０是一个实数．

特别地，取狀＝５，扭波型解为

狌±１１ ＝± ２
犮２－犖

槡τ

ｔａｎｈ２（ －（犮
２
－犖槡 ）（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋）＋γ）

３－ｔａｎｈ
２（ －（犮

２
－犖槡 ）（狓＋∑

犖－１

犼＝１

狔犼－犮狋）＋γ槡
）

． （３０）

式（３０）中：γ是一个任意的实数．

证明　１）当犮
２－犖＞０，τ＞０时，在图２（ａ）中有两条通过鞍点（φ０，０）的同宿轨．根据式（７），同宿轨

的表达式为式（１１）．沿着同宿轨积分，得到式（２６）中的孤立波解狌±７ ．
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２）当犮２－犖＜０，τ＜０时，在图２（ｂ）中有两条与中心（φ０，０）的 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ相同的轨道．根据式

（７），此轨道的表达式为式（１１）．沿着此轨道积分，得到式（２７）中的周期爆破解狌±８ ．

此外，图２（ｂ）中还有两条连接两个鞍点（φ１，０）和（－φ１，０）的异宿轨，由分支方法知，方程（１）有扭

波型解和爆破解．特别地，取狀＝３，则由式（７），异宿轨的表达式为

狔＝±
－τ

槡２ （φ１－φ）（φ＋φ１）． （３１）

式（３１）中：φ１＝ （犮２－犖）／槡 τ．

把式（３１）代入到系统（６）的第一个方程，并沿着异宿轨积分，得到

∫
φ

狆

ｄ狊
（φ１－狊）（狊＋φ１）

＝
－τ

槡２ 狘ξ狘， （３２）

∫
φ

－∞

ｄ狊
（φ１－狊）（－φ１－狊）

＝
－τ

槡２ 狘ξ狘． （３３）

由式（３２），得到式（２８）中的扭波型解狌±９ ；而根据式（３３），可以得到式（２９）中的爆破解狌
±
１０．

类似地，取狀＝５，异宿轨的表达式为

狔＝±
－τ

槡３ （φ
２
１－φ

２） φ
２
＋２φ槡

２
１． （３４）

式（３４）中：φ１＝
４
（犮２－犖）／槡 τ．

把式（３４）代入系统（６）的第一个方程，并沿着异宿轨积分，得到

∫
φ

狇

ｄ狊

（φ
２
１－狊

２） 狊２＋２φ槡
２
１

＝
－τ

槡３ 狘ξ狘． （３５）

式（３５）中：狇是一个任意常数．由式（３５）得到式（３０）中的扭波型解为狌
±
１１．

３　结束语

利用动力系统定性理论和分支方法，研究（犖＋１）维广义的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的非线性波解，获得它

的多种非线性波解的精确显式表达式，这些解包括孤立波解，爆破解，周期爆破解和扭波型解．
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