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混合整数规划性质及其构造的超加性函数

杨孝斌

（凯里学院 数学科学学院，贵州 凯里５５６０１１）

摘要：　针对混合整数规划的一般性案例，给出其对应的线性松弛规划表达．用３个具体案例来解读有效不等

式在整数规划问题中的使用，引出Ｇｏｍｏｒｙ整数割平面．构造超加性函数并探寻它和混合整数规划割平面的

关系．分析结果表明：当超加性函数中的参数取值不同时，可以获得Ｇｏｍｏｒｙ整数割平面、混合整数规划的取

整割平面及混合整数规划的整数割平面．
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在整数规划松弛中求解有效不等式，往往可以将那些非整数最优解排除，并且将整数最优解保留下

来［１３］．这个区分非整数最优解和整数最优解的位置，称为“割平面”，获得“割平面”的处理也被称之为

“取整”［４６］．大量的研究成果证实，“取整”操作是可以在有限次的运算步骤之后获得有效不等式
［７１１］．在

整数割平面的理论基础之上，小数割平面理论也得以建立［１２］．相关的证明表明：如果获得小数割平面的

方法得当，可以通过有限收敛获得小数割平面．通过整数割平面理论和小数割平面理论的结合，混合整

数割平面理论也得以建，混合整数割平面的有限次收敛特性也被证实［１３］．在混合整数规划问题中，获取

混合整数集合的有效不等式是一类重要问题，超加性函数是可以获取此类有效不等式的重要方法之

一［１４１５］．本文针对混合整数规划问题展开研究，深入分析混合整数规划的性质，并探寻获取混合整数规

划有效不等式的超加性函数方法，进而研究超加性函数中几类割平面的关系．

１　混合整数规划的性质

混合整数规划问题为

ｍａｘ｛犵狓＋犺狔∶犅狓＋犆狔≤犱，狓≥０且为整数向量，狔≥０｝． （１）

式（１）中：犅为犿×狀阶的矩阵；犆为犿×狆阶的矩阵；狓∈犣
狀
＋为狀维整数列向量；犵为狀维的行向量；犺为

狆维的行向量．

线性松弛规划问题为

ｍａｘ｛犵狓＋犺狔∶犅狓＋犆狔≤犱，狓≥０，狔≥０｝． （２）

　　线性松弛规划问题对应的约束条件形成的凸集为

犙＝ ｛（狓，狔）∈犚
狀
×犚狆∶犅狓＋犆狔≤犱，狓≥０，狔≥０｝ （３）

　　式（１）对应的混合整数规划问题中约束凸包所形成的离散混合集合为

犙ＭＩＰ ＝犙∩ （犣
狀
×犚狆）． （４）

式（４）中：ＭＩＰ为整数混合规划．

定义１　对于混合整数规划问题，要使犫狓＋犮狔≤犱０ 成为有效不等式，则（狓，狔）∈犙ＭＩＰ．　　　　　
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　　定义２　要使得犫狓＋犮狔≤犱０ 成为混合整数规划问题的割平面，必须满足犙∩｛（狓，狔）∈犚
狀＋狆∶犫狓＋

犮狔≤犱０犙．

２　实例

实例１　有限容量选址问题的约束模型为

∑
犿

犻＝１

狓犻，犼≤犱犼狔犼，　　∑
狀

犼＝１

狓犻，犼 ＝犫犻． （５）

式（５）中：狓犻，犼≥０；狔犼∈｛０，１｝．如果所有可行解都满足狓犻，犼≤犱犼狔犼，狔犼∈｛０，１｝，那么，狓犻，犼≤ｍｉｎ｛犫犻，犮犻｝狔犼 为

有效不等式．

实例２　假设有多个快递公司可以解决第犼个电商客户的需求犫犼，第犻个快递公司的快递车辆数量

为犵犻，承载能力为犺犻，第犻个快递公司为第犼个电商客户完成运输任务的费用是犳犻，犼，相应的整数规划问

题为

ｍｉｎ∑
犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

犳犻，犼狓犻，犼，　　∑
犿

犻＝１

犺犻狓犻，犼≥犫犼． （６）

式（６）中：∑
狀

犻＝１

狓犻，犼≤犵犻．

实例３　假设一个整数规划问题的集合为

犙ＩＦ ＝犙∩犣
＋，　　犙＝ ｛狓∈犚

＋
∶１５狓１＋１９狓２＋１０狓３＋４狓４ ≥５９｝．

　　有效不等式为

１５

１０
狓１＋

１９

１０
狓２＋

４

１０
狓３＋狓４ ≥５

９

１０
．

对不等式左侧执行向上取整操作，即２狓１＋２狓２＋狓３＋狓４ ≥６，其为犙ＩＦ的有效不等式．

假设整数集合为犙ＩＦ＝犙∩犣
狀，其中，犙＝｛狓∈犚

狀
＋ ∶犅狓≤犱｝，犅为犿×狀阶次的矩阵．列向量集合可

以表述为｛犫１，犫２，…，犫狀｝．

Ｇｏｍｏｒｙ整数割平面为∑
狀

犼＝１

狘狏犫犼狘狓犼≤狘狏犱狘，狏∈犚
犿
＋，并有以下３个不等式．

１）当狏≥０时，对于∑
狀

犼＝１

犫犼狓犼≤犱，∑
狀

犼＝１

狏犫犼狓犼≤狏犱是犙 的有效不等式；

２）当狓≥０时，不等式∑
狀

犼＝１

狘狏犫犼狘狓犼≤狏犱是犙 的有效不等式；

３）当狓是整数时，不等式∑
狀

犼＝１

狘狏犫犼狘狓犼≤狘狏犱狘是犙ＩＦ 的有效不等式，且∑
狀

犼＝１

狘狏犫犼狘狓犼也是整数．

约束条件的整数规划问题为ｍａｘ｛犵狓∶犅狓＝犱，狓≥０，并且为整数｝．其中，犱为一个犿 维的整数向

量．因此，Ｇｏｍｏｒｙ整数割平面可为∑
狀

犼＝１

犳（狏犫犼狓犼）≥犳（狏犱），这也是原整数规划问题的一个有效不等式．

对于一个双变量集合犘＝｛（狓，狔）∈犣
１×犚１＋∶狓≤犱＋狔｝，设存在一个犳＝犱－［犱］，那么不等式狓≤

［犱］就是双变量集合犘的有效不等式．

对于一个单约束混合整数集合犘＝｛（狓，狔）∈犣
狀
＋×犚

２
＋∶∑

犼∈犖

犫犼狓犼＋狔狔
＋
≤犱＋狔

－｝，设存在一个犳＝

犱－［犱］，同时满足犳犼＝犫犼－［犫犼］．那么，不等式∑
犼∈犖

（［犫犼］＋
（犳犼－犳）

＋

１－犳
狓犼）≤［犱］＋

狔
－

１－犳
就是犘 的有效

不等式，并且这个不等式也称之为混合整数取整不等式．

在最优单纯型表的条件下，假设该行的基变量是整数变量，同时满足最优值并不是整数．用一行约

束形成割平面，以获得线形松弛问题的最优解，保留所有整数解．假设单纯型表内，行的集合表示为

犙ＭＩＰ＝ ｛（狓０，狓，狔）∈犣
１
×犣

犖
１
＋ ×犚

犖
２
＋ ∶狓０＋∑

犼∈犖１

犫犼狓犼＋∑
犼∈犖２

犺犼狔犼 ＝犱０｝． （７）

　　设犱０犣，满足犳犼＝犫犼－［犫犼］，犳犼＝犺犼－［犺犼］，犳０＝犫０－［犫０］，那么，式（７）所对应的混合整数割平面为
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∑
犼∈犖１
犳犼＜犳０

犳犼狓犼＋∑
犼∈犖１
犳犼＜犳０

犳０（１－犳犼）

１－犳０
狓犼＋∑

犼∈犖２
犺
犼＞０

犺犼狔犼－∑
犼∈犖２
犺
犼＞０

犳０
１－犳０

犺犼狔犼≥犳０． （８）

　　因此，式（８）也是犙ＭＩＰ的有效不等式．

３　超加性函数的构造及其应用

假设存在一个函数犌∶犚犿→犚
１，并且这个函数满足

１）函数初值为犌（０）＝０；

２）对于犚犿 域上存在的全部狆，狇，满足犌（狆）＋犌（狇）≤犌（狆＋狇），

则函数犌称之为超加性函数．

当狆≤狇时，犌（狆）≤犌（狇），超加性函数是非降的．

一个凸多面体可以描述为犙＝｛狓∈犚
狀，狔∈犚狆∶犅狓＋犆狔≤犱｝，同时，犙ＭＩＰ＝犙∩（犣

狀
＋×犚

犘
＋）为混合整

数集合．

假设一个超加性函数犌是非降的，构建珚犌（犮）＝ｌｉｍ
τ→０

（犌
τ犮
犮
）对于全部的犮∈犚

犿 都是存在的，并且个数

有限，那么∑
犼∈犖

犌（犫犼）狓犼＋∑
犼∈犖

珚犌（犮犼）狔犼≤犌（犱）是混合整数集合犙ＭＩＰ的有效不等式．其中，犫犼 为犅 的第犼

列，犮犼为犮的第犼列．

当狓＋＝ｍａｘ｛０，狓｝，狓－＝ｍｉｎ｛０，狓｝时，令犌κ∶犚
１
→犚

１，０＜κ＜１，构建犌κ（犮）＝
［犮］＋（犮－［犮］－κ）

＋

１－κ
，

这个函数存在如下２点性质：

１）函数犌κ 表达的也是一个超加性函数，并且这个超加性函数是非降的；

２）珚犌κ 是存在的，并且珚犌κ（犮）＝ｍｉｎ｛
犮
１－κ

，０｝．

对于混合整数集合犙，存在∑
狀

犼＝１

［犫犼］狓犼＋∑
犼∶犳犼＜０

犮犼
１－κ

狔犻≤［犱］是混合整数集合犙ＭＩＰ的有效不等式．其

中：犳＝犵－［犵］；犳犼＝犫犼－［犫犼］；κ＝ｍａｘ｛犳，犳１，…，犳狀｝．

对于混合整数集合犙，∑
狀

犼＝１

｛［犫犼］＋
犳犼－κ
１－κ

狓犼＋∑
犼∶犮犼＜０

犮犼
１－κ

狔犻≤［犱］＋
（犳－κ）

＋

１－κ
是混合整数集合犙ＭＩＰ

的有效不等式．其中，犳＝犱－［犱］，犳犼＝犫犼－［犱犼］，κ＝ｍａｘ｛犳，犳１，…，犳狀｝≠０．

对于混合整数集合犙，存在参数犱犣，∑
犼∶犳犼≥犳

｛［犫犼］＋
犳犼－犳
１－犳

｝狓犼＋ ∑
犼∶犳犼＜犳

［犱］狓犼＋ ∑
犼∶犱犼＜０

犮犼
１－犳

狔犻≤ ［犱］

是混合整数集合犙ＭＩＰ的有效不等式，其中，κ＝犳≠０．

假设一个混合整数规划的线性松弛问题，其中的最优单纯型表的某一行表示为

狓犻＋∑
犼∈犖１

犫犼狓犼＋∑
犼∈犖２

犮犼狔犼 ＝犱犻． （９）

式（９）中：犖１ 为整数变量的非基变量的集合；犖２ 为非整数变量的非基变量的集合．

超加性函数中的参数κ的不同取值对应不同规划的割平面．

１）当κ为ｍａｘ｛犳，犳１，…，犳狀｝时，可以获得Ｇｏｍｏｒｙ整数割平面；

２）当κ＝犳≠０时，可以获得混合整数规划的取整割平面；

３）当κ为ｍｉｎ｛犳，犳１，…，犳狀｝时，可以获得混合整数规划的整数割平面．
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