
　第３７卷　第２期 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版 ） Ｖｏｌ．３７　Ｎｏ．２　

　２０１６年３月 ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ） Ｍａｒ．２０１６　

　文章编号：１０００５０１３（２０１６）０２０２５２０５ 犱狅犻：１０．１１８３０／ＩＳＳＮ．１０００５０１３．２０１６．０２．０２５２　

函数空间类犞犻狋犪犾犻覆盖证明及其应用
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摘要：　针对在较小测度集下的性质不佳函数确定其积分存在性的问题，提出函数空间下的类 Ｖｉｔａｌｉ覆盖定

理．从理论角度明确积分存在性与数值逼近的理论方法，给出对应的数值逼近方法与结果，并给予具体论证．

最后，结合理论分析结果，以示例的方式从应用角度提出积分存在性与积分数值逼近的具体应用．
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对于积分相关问题的存在性，国内已有不少研究成果．李仁贵
［１］、汪子莲等［２］、叶陆红等［３］、Ｐｉｎｔａｒ

ｅｌｌｉ
［４］从应用角度提出了一种系统性的解决方案．对于边值存在性问题，覃仕霞等

［５］、靳存程［６］、王全义

等［７］以理论与应用相结合方式，提出了一种解决方案．对于测度论与泛函分析问题，海红
［８］、江卫华

等［９］、陈雪梅等［１０］、邹玉梅等［１１］提出了系统性的解决方案．本文提出一种函数空间下的覆盖结论，以期

解决积分存在性与数值逼近的具体问题．

１　特殊点集的定义及性质

１．１　孤立点集合

对于给定集合，其对应的孤立点集合［１２］为

犈Ｇｐｌ＝ ｛狓犼狘狓犼∈犈，狓犻δ（狓犼）ｆｏｒ狓犻∈犈，狓犼∈δ（狓犼）｝．

需要注意的是，δ（狓犼）是以狓犼为圆心，δ为半径的圆．对于每一个孤立点，定义其Ｖｉｔａｌｉ覆盖集为

犈Ｇｐｌ，犺（狓犼）＝ ｛δ（狓犼）狘狓犼∈犈，狓犼∈犈Ｇｐｌ，狓犼∈δ（狓犼），狉δ（狓犼））＝犺｝．

　　如上定义的Ｖｉｔａｌｉ覆盖，其覆盖半径为犺，覆盖的点为狓犼．对于每一个孤立点，定义满足某种性质的

Ｖｉｔａｌｉ覆盖集为

犈Ｇｐｌ，犺（狓犼，狆）＝ ｛δ（狓犼）狘狓犼∈犈，狓犼∈犈Ｇｐｌ，狓犼∈δ（狓犼），狉（δ（狓犼））＝犺，狆（狓犼），ｉｓｔｕｒｅ｝．

　　如上定义的Ｖｉｔａｌｉ覆盖，必须满足性质狆．

１．２　极值点集合

对于给定集合，其对应的极值点集合［１２］为

犈Ｅｖｐ＝犈Ｅｖｐ，ｄ∪犈Ｅｖｐ，ｕ．

式中：犈Ｅｖｐ，ｄ＝｛狓犼｜狓犼∈犈，δ（狓犼），ｓ．ｔ．犳（狓）≥犳（狓犼）ｆｏｒ狓∈δ（狓犼）∈犈｝；犈Ｅｖｐ，ｕ＝｛狓犼｜狓犼∈犈，δ（狓犼），

ｓ．ｔ．犳（狓）≤犳（狓犼）ｆｏｒ狓∈δ（狓犼）∈犈｝．需要注意的是，δ（狓犼）是以狓犼 为圆心，以δ为半径的圆．对于每

一个极值点，定义其Ｖｉｔａｌｉ覆盖集为

犈Ｅｖｐ，犺（狓犼）＝ ｛δ（狓犼）狘狓犼∈犈，狓犼∈犈Ｅｖｐ，狓犼∈δ（狓犼），狉（δ（狓犼））＝犺｝．

　　如上定义的Ｖｉｔａｌｉ覆盖，其覆盖半径为犺，覆盖的点为狓犼．对于每一个极值点，定义满足某种性质的

Ｖｉｔａｌｉ覆盖集为

　犈Ｅｖｐ，犺（狓犼，狆）＝｛δ（狓犼，狆）｜狓犼∈犈，狓犼∈犈Ｅｖｐ，狓犼∈δ（狓犼），狉（δ（狓犼））＝犺，狆（狓犼），ｉｓｔｕｒｅ｝．
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　　如上定义的Ｖｉｔａｌｉ覆盖，必须满足性质狆．

２　函数空间类犞犻狋犪犾犻覆盖的证明

设犈犚
２ 且犿·（犈）＜∞，对应函数犉的定义域为犈．对于函数犉在定义域中的每一点，均存在满

足性质狆的δ临域．若Γ是犈 的Ｖｉｔａｌｉ覆盖，则对于任意的ε＞０，存在有限个互不相交的犐犼∈Γ（犼＝１，

２，…，狀），使得犿（犈／∪
狀

犻＝１
犐犼）＜ε成立，并且当狓∈犐犼时，有狆（狓）成立．

证明　因为Γ是犈 的Ｖｉｔａｌｉ覆盖，先选取该集合中满足孤立点性质及极值点性质．定义满足孤立

点性质的集合为犈Ｇｌｐ，犺（狓犼），其中，狓犼代表孤立点，犺代表该Ｖｉｔａｌｉ覆盖的覆盖半径．同理，定义满足极值

点性质的集合为犈Ｅｖｐ，犺（狓犾），其中，狓犾 代表极值点，犽代表该 Ｖｉｔａｌｉ覆盖的覆盖半径．因为是犈的 Ｖｉｔａｌｉ

覆盖，所以覆盖孤立点的集合不仅存在，而且是一系列的．对于每一个孤立点，选取其Ｖｉｔａｌｉ覆盖的下确

界作为对该点的覆盖集．对应的定义为

犈ＩＧｌｐ（狓犼）＝ｉｎｆ｛犈Ｇｐｌ，犺（狓犼）狘狓犼∈犈，狓犼∈犈Ｇｐｌ，狓犼∈犈Ｇｐｌ，犺（狓犼）｝．

　　显然，对于任意一点，满足如上性质的最小覆盖集是唯一存在的．

同理，对于每一个极值点，选取其Ｖｉｔａｌｉ覆盖的下确界作为对该点的覆盖集．对应的定义为

犈ＩＥｖｐ（狓犼）＝ｉｎｆ｛犈Ｅｖｐ，犺（狓犼）狘狓犼∈犈，狓犼∈犈Ｅｖｐ，狓犼∈犈Ｅｖｐ，犺（狓犼）｝．

　　有了如上的下确界后，首先从犈中选取所有的孤立点和极值点，对于每一个孤立点，按照孤立点数

值大小排序，可以构成一个可列集犈Ｇｐｌ．对于每一个极值点，按照极值点数值大小排序，可以构成一个可

列集犈Ｅｖｐ．

在确定了孤立点集合后，对于上述集合中的每一个元素选取Ｖｉｔａｌｉ覆盖的下确界，由此构成对应的

下确界集合．这些具有选取的，下确界的孤立点Ｖｉｔａｌｉ覆盖（任意覆盖），其全集为∪
＋∞

犻＝１

（犈ＩＧｌｐ（狓犼））．将其纳

入新集合，即犈Ｎｅｗ＝∪
＋∞

犻＝１

（犈ＩＧｌｐ（狓犼））．

对于极值点，通过极值点确定，极值点集合确定，极值点Ｖｉｔａｌｉ覆盖（任意覆盖），最有某种性质的极

值点Ｖｉｔａｌｉ覆盖（任意覆盖），具有某种性质的下确界的极值点Ｖｉｔａｌｉ覆盖，选定对极值点的一种唯一

Ｖｉｔａｌｉ覆盖原则．其全集为∪
＋∞

犻＝１
犈ＩＥｖｐ（狓犼），将其纳入新集合犈Ｎｅｗ＝∪

＋∞

犻＝１

（犈ＩＧｌｐ（狓犼））∪
＋∞

犻＝１

（犈ＩＥｖｐ（狓犼））．

确定了孤立点与极值点的下确界Ｖｉｔａｌｉ覆盖之后，对于集合犈Ｎｅｗ而言，是由两大类子集所组成．对

点集中的非孤立点与非极值点进行分析，以便选取集合来扩充集合犈Ｎｅｗ．

首先，从集合犈?犈Ｎｅｗ中任意选取一点狓ｒａｎｄｏｍ，作为备选集合的代表元素．以狓ｒａｎｄｏｍ作为代表，考察其

是否满足性质狆．满足与否的判定方法是，给定判定变量ε，判断在狓ｒａｎｄｏｍ的临域中是否存在该性质．初始

期间，对于临域的大小是无法确定的．因此，选定任意一值域犺０ 作为临域的大小，如果在此值域内

犘（狓狇）＝１，狓狇 ∈ （－犺犻，狓ｒａｎｄｏｍ＋犺犻） （１）

成立，则初始值可以作为领域的基准值．这说明，犘（狓狇）＝１代表存在狓ｒａｎｄｏｍ临域，使得在此临域内，某一

具体性质是成立的．

如果式（１）成立，犺０ 作为狓ｒａｎｄｏｍ的初始临域长度是成立．则依次选取犺犻＝２
犻犺０ 作为新临域长度的选

项，继续判断式（１）是否成立．一旦成立，新临域长度比原临域长度增加一倍，继续判定式（１）是否继续成

立，直到式（１）不成立或者为狓ｒａｎｄｏｍ的临域超出犈的范围．如果式（１）成立，犺０ 作为狓ｒａｎｄｏｍ的初始临域长

度是不成立的，则依次选取犺犻＝（１／２）
犻犺０ 作为新临域长度的选项，继续判断式（１）是否成立．一旦成立，

新临域长度比原临域长度缩小一倍，继续判定式（１）是否继续成立，直到式（１）不成立或者为狓ｒａｎｄｏｍ的临

域超出犈的范围．

采用上述方法，即可确定式（１）成立的上确界范围，即有

犺ｍａｘ（狓犻，狆）＝ｓｕｐ｛犺犻狘犘（狓狇）＝１，狓狇 ∈ （狓犻－犺犻，狓犻＋犺犻），狓犻∈犈，狓狇 ∈犈｝．

　　照此方法，确定了一个新元素，将其纳入到集合 ，使其成为集合，即

犈Ｎｅｗ ＝∪
＋∞

犻＝１

（犈ＩＧｌｐ（狓犼））∪
＋∞

犻＝１

（犈ＩＧｌｐ（狓犼））∪ （狓犻－犺ｍａｘ（狓犻），狓犻＋犺ｍａｘ（狓犻））．
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　　按照规则选取集合，有

犡（犈Ｎｅｗ）＝｛狓狑狘ｄｉｓ（狊狑，犈Ｎｅｗ）＝ｉｎｆ（ｄｉｓ（犈Ｎｅｗ，狓犻），狓犾犈Ｎｅｗ，狓犻∈犈）｝，

犈ａｄｄ＝｛（狓犻－犺ｍａｘ（狓犻，狆），狓犻＋犺ｍａｘ（狓犻，狆）），狓犻∈犡（犈Ｎｅｗ））．

　　需要说明的是，犈ａｄｄ是新添加的集合，其与原有的集合犈Ｎｅｗ的距离（ｄｉｓ（犈Ｎｅｗ，狓犻）代表一点与一集合

的距离）首先必须达到下确界，其次，还要满足是下确界元素中的满足性质的最大临域集合．

确定此集合后，将其继续加入到集合犈Ｎｅｗ中，可得

犈Ｎｅｗ ＝犈Ｎｅｗ，１ ∪犈Ｎｅｗ，２． （２）

式中：犈Ｎｅｗ，１＝∪
＋∞

犻＝１

（犈ＩＧｌｐ（狓犼））∪
＋∞

犻＝１

（犈ＩＧｌｐ（狓犼））∪（狓犻－犺ｍａｘ（狓犻），狓犻＋犺ｍａｘ（狓犻））；犈Ｎｅｗ，２＝犈ａｄｄ，１．需要注意的

是，集合犈Ｎｅｗ，１，犈Ｎｅｗ，２分别是已经完全确定和待确定的集合．接下来的选取规则仅仅是在犈Ｎｅｗ，２中进行．

对于满足式（２）中的待选集合，如果并不唯一，则通过任意选取其中之一，然后，进行逆时针或者顺

时针选取，即可依次选取所有的集合．之所以这样说，是因为与给定集合距离最近的点集，在实数空间而

言，分布在给定集合中心为指定半径的圆上．所以选取其中之一后，按照选定元与给定集合之间的关系，

依次进行顺时针选取或者逆时针选取即可得到所有满足条件的元素．

按上述方法在犈Ｎｅｗ，２中重复选取，就是选取犈ａｄｄ，１（犻∈［１，＋∞）），最终选取到所有的备选元素．由于

初始集合犈的外侧度犿（犈）＜∞．所以，上述进行的Ｖｉｔａｌｉ覆盖犈Ｎｅｗ＝犈Ｎｅｗ，１∪犈Ｎｅｗ，２最终选取到所有

必然是有界的．按照选取的顺序，则可以确定上述集合的测度是收敛于某一值得．因此，按收敛的性质

要求，犿（犈Ｎｅｗ）＝ 犿（犈Ｎｅｗ，１）＋犿（犈Ｎｅｗ，２）＝ 犿（犈Ｎｅｗ，１）＋∑
＋∞

犻＝１

犿（犈ａｄｄ，犻）成立；而按收敛的要求，ε，

狀（ε），∑
＋∞

犻＝狀

犿（犈ａｄｄ，犻）＜ε成立．需要注意的是，在每一个集合犈ａｄｄ，犻都是要求性质狆成立的．因此，对于集

合进行选取，则有犿（犈－犈Ｎｅｗ，犻）－∑
狀

犻＝１

犿（犈ａｄｄ，犻））＜ε成立．

３　在积分存在性与积分数值估计中的应用

在Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分中，如果函数可积 （犔）∫犳ｄμ＜ ∞，积分范围为集合犈．则结论 ε，δ，犈δ，ｓ．ｔ．

犿（犈δ）＜δ，犈δ犈，（犔）∫δ犳ｄμ＜ε成立．将该结果与前述所得到的函数空间类Ｖｉｔａｌｉ覆盖相结合，即可

确定有 ε，犖，犈犖 ＝犈－犈Ｎｅｗ，１－∑
犖

犻＝１

犈ａｄｄ，犻，ｓ．ｔ．犿（犈犖）＜δ，犈犖 犈，（犔）∫犈犖

犳ｄμ＜ε．将此结果在

积分存在性和积分数值逼近性上具体应用，可以得到具体的结果．

３．１　在积分存在性中的应用

在经典的黎曼积分研究中，对于积分的存在性，一种方法是通过判断达布上和与达布下和之间的极

限差距，由此确定积分的存在性．即有

狓０ ＝犪，　狓狀 ＝犫，　狓犻＜狓犻＋１，　狓犻∈ ［犪，犫］，

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓ｌｉｍ

狀→＋∞∑
狀

犻＝０

［犳（狓犻＋１）－犳（狓犻）］（狓犻＋１－狓犻）＜
烍

烌

烎
ε

（３）

成立．此时，函数如果满足可微的条件，允许左右微分都能存在，且不相等的情况出现．那么，在限定的区

域范围内，按照微分的定义，则犳′（狓犻＋１）－ε＜
犳（狓犻＋１）－犳（狓犻）

狓犻＋１－狓犻
＜犳′（狓犻＋１）＋ε成立．

将此结果具体应用到式（３）中，可得

∑
狀

犻＝０

［犳′（狓犻＋１）－ε］（狓犻＋１－狓犻）
２
＜∑

狀

犻＝０

［犳′（狓犻＋１）＋ε］（狓犻＋１－狓犻）
２．

　　当要求ｌｉｍ
狀→＋∞∑

狀

犻＝０

［犳（狓犻＋１）－犳（狓犻）］（狓犻＋１－狓犻）＜ε时，结合上式，则不等式
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∑
狀

犻＝０

［犳′（狓犻＋１）＋ε］（狓犻＋１－狓犻）
２
＜ε，　　∑

狀

犻＝０

［犳′（狓犻＋１）－ε］（狓犻＋１－狓犻）
２
＜ε （４）

成立．对式（４）仔细分析可知：进行黎曼积分时，小区间的划分长度必须满足一定条件后，达布上和与达

布下和的差值才能满足小于指定差距的要求．这一要求对于可微分函数而言，在非极值点必须满足形式

（４）的约束条件即可实现．

为了便于直观理解上述结果，以几种类型的函数黎曼积分为例，对其进行解释．

例１　阶梯型函数的黎曼积分

对于这种类型的函数，给出其类中的一个具体示例的函数标出，有

犳（狓）＝ ［狏０，狓∈ ［犪０，犫０］；…；狏犾，狓∈ ［犪犾，犫犾］；狏犾，狓∈ ［犪犾，犫犾］］
Ｔ．

按照微分的定义，有

犳′?（狓）＝ ［０，狓∈ ［犪０，犫０］；…；０，狓∈ ［犪犾，犫犾］；０，狓∈ ［犪犾，犫犾］］
Ｔ．

　　将此结果带入到式（４）中，则不等式∑
狀

犻＝０

［０＋ε］（狓犻＋１－狓犻）
２
＜ε，∑

狀

犻＝０

［０－ε］（狓犻＋１－狓犻）
２
＜ε成立．对

于前者，自然是∑
狀

犻＝１

（狓犻＋１－狓犻）
２
＜１；对于后者，是自然成立的．所以只要满足∑

狀

犻＝１

（狓犻＋１－狓犻）
２
＜１的区间

划分，即可保证可积性．

例２　阶段型线性函数的黎曼积分

对于这种类型的函数，给出其类中的一个具体示例的函数标出，有

犳（狓）＝ ［狏０狓＋狑０，狓∈ ［犪０，犫０］；…；狏犻狓＋狑犻，狓∈ ［犪犻，犫犻］；狏犾狓＋狑犾，狓∈ ［犪犾，犫犾］］
Ｔ，

　　按照微分的定义，有

犳′?（狓）＝ ［狏０，狓∈ ［犪０，犫０］；…；狏犻，狓∈ ［犪犻，犫犻］；狏犾，狓∈ ［犪犾，犫犾］］
Ｔ．

　　将此结果带入式（４）中，即不等式∑
狀

犻＝０

［狏犻＋ε］（狓犻＋１－狓犻）
２
＜ε，∑

狀

犻＝０

［狏犻－ε］（狓犻＋１－狓犻）
２
＜ε成立．对

于前者，自然是∑
狀

犻＝０

狏犻（狓犻＋１－狓犻）
２／［１－∑

狀

犻＝０

（狓犻＋１－狓犻）
２］＜ε；对于后者，自然是∑

狀

犻＝０

狏犻（狓犻＋１－狓犻）
２／［１＋

∑
狀

犻＝０

（狓犻＋１－狓犻）
２］＜ε．所以，只要区间划分同时满足二者的要求，即可保证可积性．

对于其他类型的函数，可以采用如上类似的方法进行处理，即可确定区间划分的具体长度保证积分

的可积性．

３．２　在积分数值估计中的应用

在经典的黎曼积分中，对于积分数值的逼近估计有两种方法．第一种是用上、下界进行估计，如

犿狆 ＜犳（狓犻，狆）＜犕狆，　　狓犻，狆 ∈ （狓狆－犺犻，狓狆＋犺犻）．

其中：犳（狓）为函数；犕狆 为上界；犿狆 为下界．对于这类函数的积分，通过如下的论证说明能否可以用界函

数的积分进行替代，即

ｌｉｍ
狀→＋∞∑

狀

犻＝０

［犿狆］（狓犻＋１－狓犻）＜∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＜ｌｉｍ

狀→＋∞∑
狀

犻＝０

［犕狆］（狓犻＋１－狓犻）．

　　对于ｌｉｍ
狀→＋∞∑

狀

犻＝０

［犕狆］（狓犻＋１－狓犻）而言，采用前述的覆盖理论结果，可以得到极限的要求结果为

∑
狀

犻＝１

（狓犻＋１－狓犻）
２
＜１．同理，对于ｌｉｍ

狀→＋∞∑
狀

犻＝０

［犿狆］（狓犻＋１－狓犻）而言，采用前述的覆盖理论结果，可以得到极限

的要求结果依然为∑
狀

犻＝１

（狓犻＋１－狓犻）
２
＜１．这说明当划分的区间满足∑

狀

犻＝１

（狓犻＋１－狓犻）
２
＜１时，上述积分不仅

存在，而且取值在ｌｉｍ
狀→＋∞∑

狀

犻＝０

［犿狆］（狓犻＋１－狓犻）与ｌｉｍ
狀→＋∞∑

狀

犻＝０

［犿狆］（狓犻＋１－狓犻）之间．

第二种是简单函数替代的方法进行估计，如

犳（狓狆）＝犵（狓狇）＋狅（狓狆－狓狇）．
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其中：犳（狓）为复杂函数；犵（狓）为简单函数．对于复杂函数的积分，通过如下论证说明是否可以用简单函

数的积分进行替代．即

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝ｌｉｍ

狀→＋∞∑
狀

犻＝０

［犳（狓犻＋１）］（狓犻＋１－狓犻）＝ｌｉｍ
狀→＋∞∑

狀

犻＝０

［犵（狓犻＋１）×（狓犻＋１－狓犻）＋０］＝∫
犫

犪
犵（狓）ｄ狓．

　　对于其他类型的函数，可采用如上类似的方法进行处理，即可确定其积分的取值或取值范围．

４　结束语

从测度论的角度，提出并论证了函数空间下的Ｖｉｔａｌｉ覆盖结论．该结论对如何进行积分存在性和积

分数值逼近提出了一种分析与验证方法．最后，通过若干个示例，从应用角度提出了积分存在性与积分

数值逼近的具体应用．
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