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部分充填式钢箱?砼组合梁考虑滑移和

剪切变形的变分解法

莫时旭１，２，胥海宁１

（１．广西岩土力学与工程重点实验室，广西 桂林５４１００４；
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摘要：　为研究滑移和剪切变形对部分充填式钢箱?混凝土组合梁变形影响，基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋ两广义位移理论

和能量变分原理，提出组合梁变分计算模型和假定．利用最小势能原理并结合边界条件，分别推导考虑双重变

形模式的简支组合钢箱梁负弯矩区滑移微分方程、挠度及附加弯矩的联合弹性解析解．对比两根不同抗剪连

接程度组合梁的实测值及理论公式计算值，分析结果表明：在弹性阶段运用变分法推导的挠度及其滑移计算

值与实测值相吻合，从而证明了理论公式的有效性．

关键词：　部分充填式钢箱?砼组合梁；负弯矩区；变分法；滑移变形；剪切变形
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部分充填式钢箱?混凝土组合梁是由钢箱梁和箱室中填充混凝土构成，通过抗剪连接键连接上混凝

土翼板形成组合截面［１］．近年来，对于部分充填式钢箱?混凝土组合梁的研究取得较大进展．莫时旭等
［２］

基于弹性抗剪理论，通过换算截面法推导出钢箱?混凝土组合梁竖向抗剪强度弹性解，分析表明填充混

凝土处的竖向剪应力不可忽略．李兴科等
［３?４］基于经典微段平衡方程，结合负弯矩区组合梁截面形式，推

导了界面滑移微分控制方程，对比了理论值与规范值的差异性．基于能量变分原理，Ｓｃｈｎａｂｌ等
［５］考虑

滑移变形及横向剪切变形对位移的影响，通过改变材料参数推导了双层组合梁受均布荷载作用下的解

析解．Ｐａｏｐｌｏ
［６］推导考虑滑移效应下的组合梁内力计算方法，采用剪应力?滑移应变曲线对滑移变形进

行了非线性分析．周勇超等
［７］利用最小势能原理推导不同荷载条件滑移对组合梁附加挠度的计算方法，

但并未考虑剪切变形的影响．针对该理论公式的缺陷，贺桂超等
［８］结合能量变分原理，推导滑移和剪切

变形双重效应下的组合箱梁弹性解析解．本文针对部分充填式钢箱?混凝土组合梁剪切变形机理，结合

能量变分原理完善滑移和剪切双重作用下的受力变形机制．

１　组合梁变形微分方程

１．１　滑移与弯曲变形

在弹性受弯阶段，钢箱内填充混凝土和面板中的钢筋尚未屈服且套箍作用尚未显现，组合梁截面应

变符合平截面假定．

采用换算截面法将下箱室填充混凝土换算为钢板，并作如下２个假定：１）下箱室填充混凝土与腹

板和中隔板粘结可靠，没有相对滑移；２）钢箱中隔板与腹板采用焊接刚性连接，同时换算截面钢板与中

隔板之间也是刚性连接．刚节点的存在会使变形受到彼此之间的限制，应力和位移边界条件更为复杂．

为便于计算，假设截面保持为连续整体，忽略刚节点限制作用，使协同变形不受限制．

　　全截面弯曲应变可由梁的近似挠曲线微分方程表示为εｂ（狓，狔）＝狔·狑″（狓）．其中：狔为换算截面质
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点到中和轴的距离．根据轴力微分平衡方程，可得
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　　由此解得
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式（１）～（２）中：μ（狓）为换算截面钢箱与混凝土产生的相对滑移；ε
ｃ
ｓ（狓，狔），ε

ｓ
ｓ（狓，狔）分别为混凝土的滑移

应变、钢箱换算截面的滑移应变；狀＝犈ｓ／犈ｃ；犃ｃ，犃ｓ分别为配筋混凝土翼板截面积、换算截面钢箱截面

积．将混凝土翼板和换算截面钢箱的滑移应变与弯曲应变叠加，可得到总应变分别为

εｃ（狓，狔）＝狔狑″（狓）＋犛ｃμ′（狓），　　εｓ（狓，狔）＝狔狑″（狓）＋犛ｓμ′（狓）． （３）

式（３）中：犛ｃ＝－狀犃ｓ／（犃ｃ＋狀犃ｓ）；犛ｓ＝犃ｃ／（犃ｃ＋狀犃ｓ）；狀＝犈ｓ／犈ｃ．

１．２　剪切变形

部分充填式钢箱?混凝土组合简支梁横截面受力前垂直于中性轴，受剪变形后的相邻横截面因剪应

力沿梁宽度方向分布不均匀而产生翘曲错动［９?１０］，剪力滞使组合箱梁翼缘板出现纵向位移狌（狓，狕）．同

时由于中隔板和下箱室填充混凝土的影响，横截面处的翘曲位移函数和边界条件更为复杂，计算精确度

受其影响较大．依据薄壁钢箱梁的计算特点，可以忽略钢箱顶底板和混凝土翼缘板对抗剪的贡献．因此，

为简化计算采用以下４点假定．

１）忽略横截面处横向应变ε狕 和平面外剪切应变γ狓，狕和γ狔，狕．

２）基于平均剪力?剪切应变本构关系，应假设剪应力沿横截面宽度方向均匀分布，使变形后的平面

图１　剪切变形模型

Ｆｉｇ．１　Ｓｈｅａｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

垂直于中性轴且只有竖向弯曲位移．

３）剪切变形模型，如图１所示．基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋ两广义位移理论和

剪切势能泛函概念，设横坐标为狓，竖向位移为狑，则实际转角θ＝
ｄ狑
ｄ狓
－

γ．其中：θ和γ分别为与弯矩对应和剪力对应的广义应变．由此可得到

钢箱腹板和换算截面钢板处的剪切应变为γ狓，狔＝狑′（狓）－θ（狓）．

４）剪力对梁产生的附加挠度不会引起梁的纵向位移，可忽略剪力

滞效应．

１．３　组合梁计算模型

为方便利用能量变分原理推导组合梁理论公式计算值，设计了如下计算模型．假设狑（狓）和μ（狓）分

别为竖向挠度位移和组合梁相对滑移，将钢箱腹板间净距一半宽度犫视为固定值，采用不同比例因子

η１，η２，η３，η４，η５ 定义混凝土上翼板、悬臂板、钢箱顶板、中隔板、底板宽度，如图２所示．钢箱?混凝土组合

梁位移滑移与剪切变形计算模式图，如图３所示．

　　　图２　组合梁截面 图３　组合梁位移滑移与剪切变形
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组合梁计算模型中，梁弯曲荷载势能（珨犠）、单侧腹板应变能（珡犝ｗ）、混凝土板应变能（珡犝ｃ）、顶板应变

能（珡犝ｔ）、中隔板应变能（珡犝ｚ）、底板应变能（珡犝ｂ）、下箱室换算截面钢板应变能（珡犝ｈ）、相对滑移势能（犝ｓ）的

计算式分别为
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　　由能量原理可知：结构的总势能为∏ ＝珨犠＋犝ｓ＋珡犝，其中，珨犠，珡犝，犝ｓ为组合梁荷载势能、组合梁

应变能和相对滑移势能．由此可得
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式（１２）中：
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犃ｗ，犃ｃ，犃ｔ，犃ｚ，犃ｂ，犃ｈ分别为腹板截面积、混凝土上翼板截面积、钢箱顶板面积、钢箱中隔板截面积、钢

箱底板截面积、换算截面后钢板截面积；狋ｗ，狋ｃ，狋ｔ，狋ｚ，狋ｂ，狋ｈ 分别为上述各截面的宽度；狔１，狔２ 分别为腹板

底顶端到组合梁中和轴的距离；犓ｓ为组合梁界面抗滑移刚度；犓 为无量纲的剪应力分布不均匀系数，与

组合梁截面形式有关．根据最小势能原理，可得
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　　通过分部积分，可得到如下考虑剪切变形的钢箱?混凝土组合梁挠度与滑移的基本微分方程及其边

界条件，即
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　　将式（１４）中第三项代入其第一、二项，可得到曲率一阶导数方程和组合梁相对滑移微分方程分别为
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对式（１５）积分一次，曲率方程为

狑″＝
１

犈１犐１
（－犕（狓）－犈３犐３μ′）＝－
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式（１７）中：犕犳＝犈３犐３μ′（狓）；犕（狓），犕犳（狓）分别为初等梁弯矩和考虑滑移剪切效应的附加弯矩，将两者

之和代入式（１７），即为组合梁截面弯曲曲率．

２　控制微分方程的求解

简支钢箱?混凝土组合结构箱梁的加载模式，如图４所示．简支组合梁的纯弯段为μ″１－犿
２
１μ１＝０，剪

图４　组合梁加载模式图

Ｆｉｇ．４　Ｌｏａｄｉｎｇｓｅｔｕｐｏｆｂｅａｍ

弯段为μ″２－犿
２
１μ２＝（－犘／２）犿２．将简支组合梁在负弯

矩作用下的边界条件μ１｜狓＝０＝０，加载点处的连续性条

件μ′２｜狓＝犾／２＝μ′１｜狓＝犾／２及μ１｜狓＝犾０／２＝μ２｜狓＝犾０／２，代入

μ１（狓）＝犆１ｃｈ犿１狓＋犆２ｓｈ犿１狓，

μ２（狓）＝犆３ｃｈ犿１狓＋犆４ｓｈ犿１狓＋犿２犘／２犿
２
１

烅
烄

烆 ，

由此，可得到参数为
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　　由此，可最后得到负弯矩区部分充填式钢箱?混凝土组合梁考虑滑移与剪切变形的纯弯段和剪弯段

的相对滑移方程，分别为
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　　由边界条件的跨中转角θ１｜狓＝０＝狑′１｜狓＝０＝０，以及加载点处的连续条件狑′１｜狓＝犾
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　　由此，可得到跨中挠度为
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　　对比于经典梁跨中挠度，其第一项为初等梁理论中不考虑剪切变形的挠度，第二项为考虑滑移和剪

切变形的附加弯矩挠度修正项．

３　计算值论证

采用反向加载方式模拟组合梁负弯矩区受力，设计抗剪连接度为１．００和０．７５的部分充填式钢箱?

混凝土组合简支梁对比试件，验证负弯矩区考虑滑移和剪切变形的组合梁滑移和挠度变形理论计算公

式．两集中力作用点距跨中各为７００ｍｍ，钢材弹性模量犈ｓ为２１０ＧＰａ，面板和下箱室充填Ｃ４０现浇混

凝土，弹性模量取犈ｃ为３２．５ＧＰａ．

表１为组合梁截面属性．表１中：犔ｃａｌ为组合梁计算跨径；犺ｓ为钢箱高度；犱ｃ为面板厚度；犫ｃ为面板

宽度；珚犳ｃｕ，ｋ为实测立方体抗压强度平均值．

表１　组合梁截面属性

Ｔａｂ．１　Ｓｅｃｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍｓ

试件编号 抗剪连接度 犔ｃａｌ／ｍｍ 犺ｓ／ｍｍ 犱ｃ／ｍｍ 犫ｃ／ｍｍ 珚犳ｃｕ，ｋ／ＭＰａ

ＰＳＣＢ２?１ １．００ ４０００ ３００ １２０ １０００ ３９．７

ＰＳＣＢ２?２ ０．７５ ４０００ ３００ １２０ １０００ ４２．３

　　考虑滑移和剪切变形作用下，试件ＰＳＣＢ２?１，ＰＳＣＢ２?２在负弯矩区的跨中荷载?挠度曲线的实测值
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和文中计算值对比，如图５所示．由图５可知：理论公式计算值与实测值曲线在弹性阶段相吻合，剪切和

滑移双重作用下的挠度变形随着荷载的增加而变得明显，与不考虑剪切滑移效应得到的挠度值相比，差

值偏大，尤其是在组合梁弹塑性变形发展阶段．

　　　（ａ）ＰＳＣＢ２?１　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）ＰＳＣＢ２?２

图５　试件的荷载?跨中挠度曲线对比

Ｆｉｇ．５　Ｌｏａｄ?ｍｉｄ?ｓｐａｎｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

为了验证组合梁负弯矩区考虑滑移和剪切变形作用下理论公式的正确性，在不同加载状况下，分别

验证试件ＰＳＣＢ２?１与ＰＳＣＢ２?２的交界面相对滑移值沿全跨长的变分法理论计算值与试验值差别，结果

如图６所示．

（ａ）ＰＳＣＢ２?１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）ＰＳＣＢ２?２　　

图６　试件的荷载?滑移分布曲线对比

Ｆｉｇ．６　Ｌｏａｄ?ｓｌｉｐｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

由图６可知：滑移曲线基本以跨中对称分布，理论公式计算值与实测值曲线在弹性变形阶段（约为

极限荷载的７０％）拟合性较高，趋势较为一致．滑移极值点出现在加载点处，沿梁跨到支座处呈下降趋

势．由于活动支座在加载过程中发生微小变位，ＰＳＣＢ２?１北梁一侧未出现拐点使得交界面摩阻力减小，

计算值与实测值有一定的偏差，但是南端一侧曲线拟合性较好，并不影响计算值曲线的线性分布趋势．

总之，ＰＳＣＢ２?１，ＰＳＣＢ２?２具有很好的线性分布计算值，适用性较高．

４　结论

１）结合部分充填式钢箱?混凝土组合梁弯曲滑移变形及剪切变形机理，建立了组合梁变分计算模

型．以两广义位移理论和能量变分原理为基础，假定基于微段内力平衡方程得到混凝土板和钢箱换算截

面的滑移应变，将各自弯曲应变叠加得到总应变，列出混凝土板、顶板、中隔板、底板、腹板的弯曲应变能

及腹板和换算截面钢板的剪切应变能；然后，分别代入组合梁计算模型，通过能量变分最小势能为０的

基本原理，并通过分部积分得到能量微分方程及其控制边界条件，得到滑移微分方程和一阶曲率微分方

程．最后，对一阶曲率微分方程积分两次，并联立连续性条件和边界控制条件得到组合梁纯弯段和剪弯

段挠度方程．此外，增加了剪切变形对附加挠度的修正项，梁的附加弯矩犕ｆ（狓）与滑移应变μ′（狓）有关，
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且与犈３犐３ 成正比．因而，从理论计算层次上得出组合梁滑移和剪切变形会显著增大组合梁挠度的结论．

２）通过不同抗剪连接度的试件论证了计算理论值的正确性．在弹性加载阶段（约为极限荷载的

７０％），跨中挠度计算值曲线与全梁跨交界面滑移计算值曲线与实测值比较精度值较高．验证了计算模

型的适用性，完善了部分充填式钢箱?混凝土组合梁受力变形机理．
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