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量子犉狅狌狉犻犲狉变换在实现

犇犲狌狋狊犮犺?犑狅狕狊犪算法中的应用
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摘要：　提出利用量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换解决Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法问题的观点．结合量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换和Ｄｅｕｔｓｃｈ?

Ｊｏｚｓａ算法的量子电路，找到一种利用量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换解决Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法新的量子电路，并考察该量子

电路中各个线路的量子状态，结合算法对该量子线路的状态进行研究．结果表明：利用量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换解决

Ｄｅｕｔｓｃｈ问题，能够有效地提高运算速度，节省运算时间．
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近年来，随着量子计算机研究的发展，人们不断地探索新的实现量子计算机的方案和新的量子算

法．Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法是由Ｄｅｕｔｓｃｈ等
［１］在１９９２年提出的第一个量子计算算法，并由Ｃｌｅｖｅ等

［２］在

１９９８年提出改进．１９９４年，Ｓｈｏｒ
［３］构造了大数质因子分解的量子算法，Ｓｈｏｒ算法可以在多项式时间内，

求解大整数分解和有限域上离散对数问题．１９９６年，Ｇｒｏｖｅｒ给出了一种量子搜索算法
［４］，Ｇｒｏｖｅｒ量子

搜索算法可以平方根地加速无序数据库的搜索．自Ｓｈｏｒ算法和Ｇｒｏｖｅｒ量子搜索算法提出以后，有研究

者将量子理论原理与智能计算相结合提出了量子智能计算［５］．有关Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法的研究也一直在

继续向前，并取得相当不错的成绩．罗军等
［６］在核磁共振量子计算机上实验实现了７位Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ

算法；Ｚｈｅｎｇ
［７］利用腔ＱＥＤ实现了Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法；Ｄａｓｇｕｐｔａ等

［８］在原子系统中实现了Ｄｅｕｔｓｃｈ?

Ｊｏｚｓａ算法．量子傅里叶变换
［９］作为一种基本量子工具，它在Ｓｈｏｒ的大数质因子分解算法已经得到了有

效的应用，而Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法提出后，却鲜有人将其与量子傅里叶变换结合．因此，本文从Ｄｅｕｔｓｃｈ?

Ｊｏｚｓａ算法原理出发，把量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换应用于Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法中．

１　犇犲狌狋狊犮犺?犑狅狕狊犪算法

１．１　犇犲狌狋狊犮犺命题

函数犳（狓）∈｛０，１｝，要么犳（狓）对所有的狓是常数，即犳（狓）为常数；要么犳（狓）是平衡函数，即对狓

的所有取值，函数取１的概率为１／２，取０的概率也为１／２．Ａ，Ｂ两人进行数据传送，Ａ从０到２狀－１中

选择一个数狓，并发送给Ｂ，Ｂ利用犳（狓）对数狓进行计算，得到结果后告诉Ａ计算结果，Ａ必须用最快

的时间，确定Ｂ用的是常数还是平衡函数
［６］．

１．２　犇犲狌狋狊犮犺?犑狅狕狊犪算法的量子线路和算法流程

实现一般Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法
［１０］的量子线路，如图１所示．图１中：｜０〉，｜１〉为量子状态；犎 表示
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犝
→
犳

　收稿日期：　２０１５１０１４

　通信作者：　张洪涛（１９６３），男，教授，博士，主要从事数字信号处理和数字图像处理、嵌入式系统、纳米器件集成和纳

米半导体技术的研究．Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｈｔ＠ｍａｉｌ．ｈｂｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．

　基金项目：　湖北省武汉市科技局“十城千辆新动力汽车计划”（２０１３０１１８０１０１０６００）



图１　实现一般Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法的量子线路

Ｆｉｇ．１　Ｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔｏｆｔｈｅｇｅｎｅｒａｌ

Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａａｌｇｏｒｉｔｈｍ

｜狓，狔犳（狓）〉．

Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法计算过程有以下５个步骤．

步骤１　状态初始化，｜０〉
狀
｜１〉．

步骤２　利用 Ｈａｄａｍａｒｄ变换产生叠加，→
１

２槡
狀
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步骤３　用犝犳 计算函数犳（狓），→
１

２槡
狀∑

狓
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步骤４　进行 Ｈａｄａｍａｒｄ变换，→∑
狕
∑
狓

（－１）
狓狕＋犳（狓）狘狕〉

２狀
［狘０
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步骤５　测量最终输出狕，→狕．

步骤４中，状态狘０〉
狀的幅度是∑

（－１）犳
（狓）

２狀
．函数犳（狓）有以下２种可能：犳（狓）是常数函数，｜０〉

狀

的幅度是＋１或－１，因为｜φ３〉具有单位长度，故所有其他幅度必须是０，测量结果为０；犳（狓）是平衡函

数，对｜０〉
狀的正负幅度贡献抵消幅度为０，测量结果至少有一位为非零．归纳起来，如果Ａ测量时狕为

０，则函数是常数；否则，函数是平衡的．

２　量子犉狅狌狉犻犲狉变换

２．１　量子犉狅狌狉犻犲狉变换的定义

量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换
［１１］定义：在一组标准正交基｜０〉，…，｜犖－１〉上的一个线性算子，其在基态上的作

用，表示为

狘犼〉→
１

槡犖
∑
犖－１

犽＝０

ｅｘｐ（２πｉ犼犽／犖）狘犼〉． （１）

　　对任意状态的作用，可表示为

∑
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式（２）中：幅度犉（犽）是幅度犳（狓）的离散Ｆｏｕｒｉｅｒ变换值，犉（犽）＝
１

槡犖
∑
犖－１

犼＝０

犳（犼）ｅｘｐ（２πｉ犼犽／犖）．

取犖＝２狀，其中，狀是某个正整数．把状态犼写成二进制形式犼＝犼１２
狀－１＋犼２２

狀－２＋…＋犼狀２
０．方便起

见，用０．犼犾犼犾＋１…犼犿 表示二进制分数
犼犾
２
＋
犼犾＋１
４
＋…＋

犼犿
２犿－犾＋１

．则可给出量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的积形式，即

狘犼１，…，犼狀〉→
（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼狀）狘１〉）

２狀
／２ ×

（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼狀－１犼狀）狘１〉）…（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼１犼２…犼狀）狘１〉）

２狀
／２ ． （３）

２．２　量子犉狅狌狉犻犲狉变换的量子线路和算法流程

变换犚犽 表示酉变换犚犽≡
１ ０

０ ｅｘｐ（２πｉ／２
犽（ ））．首先，将输入状态｜犼〉写成二进制形式犼＝犼１２狀－１＋

犼２２
狀－２＋…＋犼狀２

０，即输入为｜犼１犼２…犼狀〉，状态｜犼〉可用狀个量子比特表示．

将 Ｈａｄａｍａｒｄ变换应用到第一量子比特得到状态（｜０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼１）｜１〉）｜犼２…犼狀〉／槡２．应用受控

犚２ 变换产生状态（｜０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼１犼２）｜１〉）｜犼２…犼狀〉／槡２，继续应用受控犚３ 变换，犚４ 直到犚狀 变换．得到

状态（｜０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼１犼２…犼狀）｜１〉）｜犼２…犼狀〉／槡２．
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接着，对第二量子比特执行类似过程，产生状态为

（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼１犼２…犼狀）狘１〉）（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼２…犼狀）狘１〉）狘犼３…犼狀〉／ ２槡
２．

对每个量子比特继续这样的操作，导出最终状态

（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼１犼２…犼狀）狘１〉）（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼２…犼狀）狘１〉）…（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼狀）狘１〉）／ ２槡
狀．

经过交换运算，量子比特状态为

（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼狀）狘１〉）（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼狀－１犼狀）狘１〉）…（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．犼１犼２…犼狀）狘１〉）／ ２槡
狀．

３　结合量子犉狅狌狉犻犲狉变换的犇犲狌狋狊犮犺?犑狅狕狊犪算法

３．１　算法的实现

在Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法的经典量子线路（图１）中，过多地使用了 Ｈａｄａｍａｒｄ变换，使计算比较复杂．

量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的有效电路，如图２所示．图２中，对输入状态的每一位进行变换，得到输入状态最终

的量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换．将这两种量子线路结合，利用量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换代替 Ｈａｄａｍａｒｄ变换，实现的方

法，如图３所示．

　　　图２　量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的有效电路　　　　　图３　利用量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换解决Ｄｅｕｔｓｃｈ问题的有效电路

　Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｉｒｃｕｉｔｏｆｑｕａｎｔｕｍ Ｆｉｇ．３　ＥｆｆｉｃｉｅｎｔｃｉｒｃｕｉｔｏｆＤｅｕｔｓｃｈｐｒｏｂｌｅｍ　

　Ｆｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｂｙｑｕａｎｔｕｍＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ

图３中，Ａ把从０～２
狀－１中选择的数狓告诉Ｂ，然后，Ｂ对Ａ传过来的数狓进行函数犳（狓）的运算．

对狓使用幺正变换犝犳：｜狓，狔〉→｜狓，狔犳（狓）〉，为了确保经过幺正变换后的计算结果仍存在犳（狓），此处

的狔选择由状态｜１〉经过Ｈａｄａｍａｒｄ变换得到的叠加态（｜０〉－｜１〉）／槡２，它由Ｂ在计算时直接提供．Ｂ得

到计算结果后，将结果传回给Ａ，Ａ收到后，利用量子并行性对包含狓的那部分量子比特进行量子Ｆｏｕ

ｒｉｅｒ变换，最后，根据量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的结果，分析确定函数犳（狓）．

３．２　量子线路的分析

根据有效电路分析电路状态，初始状态为Ａ选择的数｜狓〉．

Ｂ得到Ａ发送的数｜狓〉后，对其使用幺正变换犝犳：｜狓，狔〉→｜狓，狔犳（狓）〉，可以得到｜φ２〉，即

狘φ２〉＝ （－１）
犳（狓）狘狓〉

狘０〉－狘１〉

槡２
． （４）

　　由式（４）可知：Ｂ的函数计算结果保存在量子比特的幅度中．Ａ得到Ｂ的计算结果｜φ２〉后，利用量子

并行性对状态｜φ２１〉＝（－１）
犳（狓）｜狓〉进行量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换．将状态｜狓〉写成二进制形式狓＝狓１２

狀－１＋

狓２２
狀－２＋…＋狓狀２

０．图３中，｜φ２，１〉的幅值省略没有写出，即

狘φ２，１〉（－１）
犳（狓）狘狓〉＝ ∑

狓∈｛０，１｝
狀

狘狓〉＝∑
２
狀
－１

狓＝０

（－１）犳
（狓）
狘狓〉． （５）

　　由量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的定义式（２），有

狘φ２，１〉→狘φ２，２〉＝
１

２槡
狀∑
２
狀
－１

犽＝０

［∑
２
狀
－１

狓＝０

（－１）犳
（狓）ｅｘｐ（２πｉ狓犽／２

狀）］狘犽〉． （６）

　　对｜φ２，２〉右边部分进行交换运算，可以得到

狘φ２，３〉＝
１

２槡
狀∑
２
狀
－１

狓＝０

［∑
２
狀
－１

犽＝０

（－１）犳
（狓）ｅｘｐ（２πｉ狓犽／２

狀）狘犽〉］． （７）
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最终，可以得到

狘φ２，４〉＝
１

２槡
狀∑
２
狀
－１

狓＝０

（－１）犳
（狓）［∑
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狀
－１

犽＝０

ｅｘｐ（２πｉ狓犽／２
狀）狘犽〉］． （８）

　　由式（１），（３），（２０）可以得到

１

２槡
狀∑
２
狀
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狓＝０

（－１）犳
（狓）［∑

２
狀
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１

２槡
狀∑
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（－１）犳
（狓）（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．狓狀）狘１〉）×

（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．狓狀－１狓狀）狘１〉）…（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．狓１…狓狀）狘１〉）． （９）

即得到φ２，１的量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换为

φ２，１ →
１

２槡
狀∑
２
狀
－１

狓＝０

（－１）犳
（狓）（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．狓狀）狘１〉）×

（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．狓狀－１狓狀）狘１〉）…（狘０〉＋ｅｘｐ（２πｉ０．狓１…狓狀）狘１〉）．

（１０）

　　由式（１０）可知：如果犳（狓）是常数函数，φ２，１进行量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换后的φ２，４幅值为正数或负数；如果

犳（狓）是平衡函数，对φ２，４的正负幅度贡献抵消，幅度为０．归纳起来，若最终测量结果是０，则函数是平衡

函数；否则，函数是常数函数．

３．３　算法的分析和比较

在图１的量子线路中，为了实现Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法，Ａ从０到２
狀－１中选择一个数狓后，将其存放

在一个狀量子比特的查询寄存器中．同时，还需要用一个单量子比特的寄存器给Ｂ存储答案，答案寄存

器的初始状态为｜１〉．开始，Ａ对狓用 Ｈａｄａｍａｒｄ变换，使其处于狀量子比特的叠加态．同时，使用 Ｈａｄ

ａｍａｒｄ变换，使答案寄存器中的状态为（｜０〉－｜１〉）／槡２．Ｂ收到Ａ的数据后，利用幺正变换犝犳：｜狓，狔〉→

｜狓，狔犳（狓）〉和量子并行性计算犳（狓），并把结果放在答案寄存器中传回给Ａ，Ａ用 Ｈａｄａｍａｒｄ变换干

涉查询寄存器的状态，再通过适当的测量，确定犳（狓）是平衡函数还是常数函数．

在图３的量子线路中，Ａ直接从０到２狀－１中选择的数狓发送给Ｂ，Ｂ利用幺正变换犝犳：｜狓，狔〉→

｜狓，狔犳（狓）〉和量子并行性计算犳（狓），此处的狔由Ｂ提供．Ａ得到Ｂ计算的结果后，利用量子并行性对

图４　两种算法的计算时间对比图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏｋｉｎｄｓｏｆ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅ

前狀位量子比特进行量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，再通过适当的

测量，确定犳（狓）是平衡函数还是常数函数．

对比图１和图３可知：在Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法中，减

少对 Ｈａｄａｍａｒｄ变换的使用，改用量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换也

一样可以快速地判断出犳（狓）是平衡函数还是常数函

数，而且比使用 Ｈａｄａｍａｒｄ变换更简单、直接、快速．两

种Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法的计算时间对比，如图４所示．图

４中：狋为时间；犅为量子比特．由图４可知：同一个数狓

分别采用的两种Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法，利用量子傅里叶

变换后的Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法比Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法耗

时短，能更快地得到判断结果．

４　结束语

文中介绍了Ｄｅｕｔｓｃｈ算法、量子线路算法和量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换．在此基础上，推导并验证Ｄｅｕｔｓｃｈ?

Ｊｏｚｓａ算法可结合量子傅里叶变换进行快速计算，为解决Ｄｅｕｔｓｃｈ?Ｊｏｚｓａ算法提供了新思路，这对“相对

黑盒”指数加速的量子算法［１２］的研究提供了新的方案，也为后面进行量子算法和量子计算机［１３］的研究

起着重要的作用．
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