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上半平面某类调和拟共形映照的特征估计

林珍连

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　给出以犺（狓）＝狓＋
犽

π
ｓｉｎπ狓，０≤犽＜１为边界值的上半平面到自身的调和拟共形延拓表达式及其特征

估计．结果表明：该调和拟共形延拓比Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ延拓更优．
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１　预备知识

拟共形映射的边界对应问题是拟共形映射理论中十分重要的内容，它包括拟共形映照边界函数和

给定边界函数的拟共形延拓问题的研究，这些都有利于拟共形映照理论中极值问题的研究．

平面区域Ω到犌 的可微拓扑映照犳：（狓，狔）→（狌，狏），其特征犇定义为

犇＋
１

犇
＝
狌２狓＋狌

２
狔＋狏

２
狓＋狏

２
狔

狘狌狓狏狔－狌狔狏狓狘
． （１）

　　若犇是有界的，则称犳是拟共形的，犇的最小上界称为最大特征
［１］．

实轴犚到自身一个连续的严格递增函数犺（狓），称为ρ?拟对称的，ρ≥１．若对一切狓∈犚，狋＞０，有

１

ρ
≤
犺（狓＋狋）－犺（狓）

犺（狓）－犺（狓－狋）
≤ρ． （２）

　　记犎＝｛狕｜Ｉｍ狕＞０｝．Ｂｅｕｒｌｉｎｇ等
［１］证明了犺（狓）具有犎 到犎 上的拟共形延拓的充分必要条件，是

犺（狓）为ρ?拟对称函数，并建立Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ扩张函数为

（狕）＝
１

２狔∫
狓＋狔

狓－狔
犺（狋）ｄ狋＋

ｉ

２狔
（∫
狓＋狔

狓
犺（狋）ｄ狋－∫

狓

狓－狔
犺（狋）ｄ狋）． （３）

　　关于Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ延拓特征估计问题，一直以来吸引了众多国内外学者的眼球
［１?２］．迄今为止，

最大特征犇的最好估计是犇≤ｍａｘ｛２ρ－１，ρ
３／２｝［２］．

Ｄｏｕａｄｙ等
［３］讨论了单位圆到自身的边界对应问题，利用调和测度给出延拓表达式，并且讨论了它

的特征估计尽管十分粗糙．Ｒｅｉｃｈ
［４］用参数表示法对这一问题进行了探讨，然而，他的特征估计也不是最

佳的．文献［５?６］分别讨论了单位圆及上半平面到自身的调和拟共形延拓的边界对应问题，给出可延拓

成单位圆或上半平面到自身的调和拟共形的边界对应所满足的充要条件，但没有涉及到特征估计．

定义在平面单连通区域Ω上的复值调和函数可表示为犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），犺（狕）和犵（狕）是Ω上的

解析函数．记犑犳＝｜犺′（狕）｜
２－｜犵′（狕）｜

２，则犳（狕）是Ω上局部单叶保向的充要条件是犑犳＞０
［７］．又若犳（狕）

在Ω上单叶，且ｅｓｓｓｕｐ
狕∈Ω

｜犵′（狕）／犺′（狕）｜≤犽＜１，犽为常数，则称犳（狕）为Ω上的调和拟共形映照．关于调和

映照的更多结果可参见文献［７?９］．

定义犺（狓）∈犔∞（犚）的Ｈｉｌｂｅｒｔ变换为
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犎犺（狓）＝ｌｉｍ
ε→０
犎ε犺（狓）． （４）

式（４）中：

犎ε犺（狓）＝
１

π∫狘狓－狋狘＞ε（
１

狓－狋
＋

狋

狋２＋１
）犺（狋）ｄ狋． （５）

犎犺（狓）几乎处处存在，但犎犺（狓）未必属于犔∞（犚）
［１０?１１］．

称犺（狓）是双李普希兹的，若犺（狓）绝对连续且有某个常数犮，使得１／犮＜犺′（狓）＜犮（狓∈犚，ａ．ｅ．）．

文献［６］证明了犺（狓）具有犎 到犎 上的调和拟共形延拓的充分必要条件是犺（狓）是双李普希兹的，

且犎犺′（狓）∈犔∞（犚）．同时，还证明了定理Ａ．

定理犃　上半平面到自身的任意调和拟共形延拓具有唯一表示式，即

犳（狕）＝２Ｒｅ∫
狕

ｉ
φ（ζ）ｄζ＋犫＋ｉ犮Ｉｍ狕． （６）

式（６）中：犫＋ｉ犮∈犎；φ是定义在犎 上的解析函数，满足φ（犎）是右半平面的相对紧子集．

由于调和映照的黎曼映照定理不再成立，使式（６）中犳（狕）的特征估计变得困难．本文就具体给定的

边界对应，作出其上半平面到自身的调和拟共形延拓表达式，并对它的特征作出估计．

２　主要结论及其证明

定理１　设犺（狓）＝狓＋
犽

π
ｓｉｎπ狓，０≤犽＜１，则其上半平面到自身的调和拟共形延拓表达式为

犳（狕）＝狓＋
犽

π
ｅｘｐ（－π狔）ｓｉｎπ狓＋ｉ犮狔，　　犮＞０为常数．

其特征犇有估计式

犇＋
１

犇
≤

２

１－犽槡
２
．

　　证明　先证明犺（狓）不但是双李普希兹的，而且犎犺′（狓）∈犔∞（犚），即犺（狓）可调和拟共形延拓到上

半平面．由犺（狓）＝狓＋
犽

π
ｓｉｎπ狓，０≤犽＜１，可得犺′（狓）＝１＋犽ｃｏｓπ狓及１－犽≤犺′（狓）≤１＋犽．故犺（狓）是双

李普希兹的，单调递增的．再证犎犺′（狓）∈犔∞（犚），依定义

犎犺′（狓）＝ｌｉｍ
ε→０
犎ε犺′（狓）＝ｌｉｍ

ε→０

１

π∫狘狓－狋狘＞ε（
１

狓－狋
＋

狋

狋２＋１
）（１＋犽ｃｏｓπ狋）ｄ狋

Ｐ．Ｖ．

１

π∫
＋∞

－∞

狋

狋２＋１
（１＋犽ｃｏｓπ狋）ｄ狋＋ｌｉｍ

ε→０

１

π∫狘狓－狋狘＞ε
１＋犽ｃｏｓπ狋
狓－狋

ｄ狋．

分别计算上式两个积分，即

１

π∫
＋∞

－∞

狋

狋２＋１
（１＋犽ｃｏｓπ狋）ｄ狋

Ｐ．Ｖ．１

π∫
＋∞

－∞

狋

狋２＋１
ｄ狋＋

１

π∫
＋∞

－∞

狋犽ｃｏｓπ狋

狋２＋１
ｄ狋＝

０＋
犽

π
Ｒｅ［２πｉＲｅｓ（

狕

狕２＋１
ｅｘｐ（πｉ狕），ｉ］＝０，

ｌｉｍ
ε→０

１

π∫狘狓－狋狘＞ε
１＋犽ｃｏｓπ狋
狓－狋

ｄ狋＝ｌｉｍ
ε→０

１

π
［∫
狓－ε

－∞

１＋犽ｃｏｓπ狋
狓－狋

ｄ狋＋∫
＋∞

狓＋ε

１＋犽ｃｏｓπ狋
狓－狋

ｄ狋］
Ｐ．Ｖ．

１

π∫
＋∞

－∞

１＋犽ｃｏｓπ狋
狓－狋

ｄ狋
Ｐ．Ｖ．１

π∫
＋∞

－∞

１

狓－狋
ｄ狋＋

１

π∫
＋∞

－∞

犽ｃｏｓπ狋
狓－狋

ｄ狋＝

１

π∫
＋∞

－∞

犽ｃｏｓπ狋
狓－狋

ｄ狋＝
－犽
２π
Ｒｅ［２πｉＲｅｓ（

ｅｘｐ（πｉ狕）

狕－狓
，狓）］＝犽ｓｉｎπ狓．

因此，犎犺′（狓）∈犔∞（犚）．

依据文献［６］的方法，给出犺（狓）到上半平面的调和拟共形延拓的具体表达式，为此令

犝（狕）＝
１

π∫
＋∞

－∞

狔
（狋－狓）

２
＋狔

２犺′（狓）ｄ狋＝
１

π∫
＋∞

－∞

狔
（狋－狓）

２
＋狔

２
（１＋犽ｃｏｓπ狋）ｄ狋＝

１

π∫
＋∞

－∞

狔
（狋－狓）

２
＋狔

２ｄ狋＋
１

π∫
＋∞

－∞

狔
（狋－狓）

２
＋狔

２犽ｃｏｓπ狋ｄ狋＝
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１＋
１

π∫
＋∞

－∞

狔
（狋－狓）

２
＋狔

２犽ｃｏｓπ狋ｄ狋＝

１＋
犽狔
π
Ｒｅ［２πｉＲｅｓ（

ｅｘｐ（πｉ狕）
（狕－狓）

２
＋狔

２
，狓＋ｉ狔）］＝１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓，　　狔＞０．

　　设犞（狕）为犝（狕）满足犞（ｉ）＝０的共轭调和函数，则犞（狕）＝犽ｅｘｐ（－π狔）ｓｉｎπ狓，解析函数为

φ（狕）＝
１

２
（犝（狕）＋ｉ犞（狕））＝

１

２
（１＋犽ｅｘｐ（πｉ狕））．

　　显然，φ（犎）是右半平面的相对紧子集，根据定理Ａ，有

犳（狕）＝２Ｒｅ∫
狕

ｉ
φ（ζ）ｄζ＋ｉ犮狔＝Ｒｅ∫

狕

ｉ

（１＋犽ｅｘｐ（πｉζ））ｄζ＋ｉ犮狔＝

狓＋
犽

π
ｅｘｐ（－π狔）ｓｉｎπ狓＋ｉ犮狔，　　犮＞０．

　　再估计犳（狕）的最大特征．令犳（狕）＝狓＋
犽

π
ｅｘｐ（－π狔）ｓｉｎπ狓＋ｉ犮狔＝狌（狕）＋ｉ狏（狕），则有狌狓（狕）＝１＋

犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓，狌狔（狕）＝－犽ｅｘｐ（－π狔）ｓｉｎπ狓，狏狓＝０，狏狔＝犮．于是，可得

犇＋
１

犇
＝
狌２狓＋狌

２
狔＋狏

２
狓＋狏

２
狔

狘狌狓狏狔－狌狔狏狓狘
＝
１＋２犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓＋犽

２ｅｘｐ（－２π狔）＋犮
２

（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）犮
＝

２

犮
＋
犽２ｅｘｐ（－２π狔）＋犮

２
－１

（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）犮
＝
２

犮
＋
犵（狓，狔）

犮
．

　　证明犵（狓，狔）在上半平面是次调和的．经过计算，有

犵狓（狓，狔）＝犽πｅｘｐ（－π狔）
（犽２ｅｘｐ（－２π狔）＋犮

２
－１）ｓｉｎπ狓

（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）
２
，

犵狔（狓，狔）＝犽πｅｘｐ（－π狔）
－２犽ｅｘｐ（－π狔）－犽

２ｅｘｐ（－２π狔）ｃｏｓπ狓＋（犮
２
－１）ｃｏｓπ狓

（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）
２

，

犵狓，狓（狓，狔）＝犽π
２ｅｘｐ（－π狔）（犽

２ｅｘｐ（－２π狔）＋犮
２
－１）

ｃｏｓπ狓＋犽ｅｘｐ（－π狔）＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｓｉｎ
２
π狓

（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）
３

，

犵狔，狔（狓，狔）＝犽π
２ｅｘｐ（－π狔）［

４犽ｅｘｐ（－π狔）－（犮
２
－１）ｃｏｓπ狓＋３犽

２ｅｘｐ（－２π狔）ｃｏｓπ狓
（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）

３ ＋

犽３ｅｘｐ（－３π狔）ｃｏｓ
２
π狓＋犽（犮

２
－１）ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓ

２
π狓

（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）
３

］．

　　因此，有

犵狓，狓＋犵狔，狔
π
２犽ｅｘｐ（－π狔）

（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）
３
＝犽ｅｘｐ（－π狔）（２＋２犮

２
＋

４犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓＋２犽
２ｅｘｐ（－２π狔））＞０．

也就是说，犇＋１／犇在上半平面犎 上是次调和的．因而，它的最大值只能在边界上达到．令

犛（狓）＝ｌｉｍ
狔→０

（犇＋
１

犇
）＝ｌｉｍ

狔→０

（２
犮
＋
犽２ｅｘｐ（－２π狔）＋犮

２
－１

（１＋犽ｅｘｐ（－π狔）ｃｏｓπ狓）犮
）＝

２

犮
＋
犽２＋犮

２
－１

（１＋犽ｃｏｓπ狓）犮
．

　　求犛（狓）的最大值．

１）当０＜犮＜ １－犽槡
２时，有

犛ｍａｘ（狓）＝
２

犮
＋
犽２＋犮

２
－１

（１＋犽）犮
＝
１＋犽
犮

＋
犮
１＋犽

≤
１＋犽

１－犽槡
２
＋
１－犽槡

２

１＋犽
＝

２

１－犽槡
２
．

　　２）当犮＞ １－犽槡
２时，有

犛ｍａｘ（狓）＝
２

犮
＋
犽２＋犮

２
－１

（１－犽）犮
＝
１－犽
犮

＋
犮
１－犽

≤
１－犽

１－犽槡
２
＋
１－犽槡

２

１－犽
＝

２

１－犽槡
２
．

　　３）当犮＝ １－犽槡
２时，有

犛（狓）＝
２

犮
＝

２

１－犽槡
２
．
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　　综上可知，犳（狕）有最大特征估计犇＜
１＋犽
１－槡 犽

．

３　结束语

若犺（狓）＝狓＋
犽

π
ｓｉｎπ狓，０＜犽＜１，则对任意狓∈犚，狋＞０，由拉格朗日中值定理和１－犽≤犺′（狓）≤１＋

犽可知，
犺（狓＋狋）－犺（狓）

犺（狓）－犺（狓－狋）
＝
犺′（ξ）

犺′（η）
，ξ∈（狓，狓＋狋），η∈（狓－狋，狓）．即犺（狓）是ρ＝

１＋犽
１－犽

拟对称函数．因此，犺（狓）

可作Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ延拓．很容易计算，
１＋犽
１－槡 犽

＜２ρ－１，
１＋犽
１－槡 犽

＜ρ
３／２．由此可知，这类调和拟共形延

拓优于Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ延拓．
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