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某类调和函数的单叶半径和犔犪狀犱犪狌定理

黄心中，黄
#

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究单位圆盘犇上解析部分犺（狕）满足Ｒｅ（｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮（－

１

２
＜犮≤０）的调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋

犵（狕）的单叶性问题，对其复伸张狑（狕）为狕
狀 及｜狑（狕）｜＜１的情况，分别给出犳（狕）的稳定近于凸半径和单叶半

径估计．并在同时满足其他条件的情况下，给出单叶区域在调和函数作用下值域最大覆盖圆半径的估计，推广

了Ｃｈｅｎ等的结果．
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１　预备知识

对平面区域Ω犆上的二阶连续可导复值函数犳（狕）＝狌（狕）＋ｉ狏（狕）（狕＝狓＋ｉ狔∈Ω），若满足Δ犳＝

４犳狕珔狕＝０，则称犳是调和的．其中，犳狕＝
１

２
（犳
狓
－ｉ
犳
狔
），犳珔狕＝

１

２
（犳
狓
＋ｉ
犳
狔
）．若犳为单位圆盘犇 上的调和函

数，犳（０）＝犳狕（０）－１＝０，则犳（狕）可用解析函数犺（狕）和犵（狕）表示，犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝∑
∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＋

∑
∞

狀＝１

犫狀狕
狀 ．其中，犪１＝１．犳（狕）是保向且局部单叶的，当且仅当Ｊａｃｏｂｉ为犑犳＝｜犳狕｜

２－｜犳珔狕｜
２
＞０，狕∈犇，即其

复伸张｜狑（狕）｜＝｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜＜１．当｜狑（狕）｜≤犽＜１在单位圆盘上成立，则称保向同胚映照犳（狕）为犓?拟正

则映照，记为Ｈａｒ犓（犇），其中，犓＝
１＋犽
１－犽

＞１．对于犳（狕）∈Ｈａｒ犓（犇），同时保持单叶性，则称犳（狕）为犓?拟

共形映照．犆犎（犇）表示所有单位圆盘上的单叶保向近于凸调和函数．Ｂｓｈｏｕｔｙ等
［１］给出了这类函数的性

质．Ｍｏｃａｎｕ
［２］猜想单位圆盘上的调和函数族犕（犳）＝｛犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），犵′（狕）＝狕犺′（狕），Ｒｅ｛１＋狕×

犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞－

１

２
｝是单叶的．文献［１］利用解析函数近于凸判定定理和稳定近于凸的充要条件，证明犕（犳）

中的调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）不仅单叶，而且近于凸．Ｂｓｈｏｕｔｙ等
［３］还提出问题，当犵′（狕）＝狕

２犺′（狕）

时，调和函数犳的单叶性情况如何．

定理犃
［４］
　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆盘犇上的调和函数，犺′（０）≠０，满足Ｒｅ｛１＋狕

犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞

犮．其中，－
１

２
＜犮≤０，狕∈犇．当狑（狕）＝狕

２ 时，调和函数犳（狕）的稳定近于凸半径狉≥
１＋２犮
５＋２槡 犮

．

定理犅　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）为单位圆盘犇 上的调和函数，犺可以标准化为犺（狕）＝狕＋犪２狕
２＋

犪３狕
３＋…，满足Ｒｅ｛１＋狕

犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，其中，－

１

２
＜犮≤０，狕∈犇．则有系数估计
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犪１ ＝１，

狘犪狀狘≤∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

），　狀≥２
烅

烄

烆
．

　　调和函数稳定近于凸性质和单叶半径的研究受到许多学者的关注，且有不少进展
［５?７］．文中对复伸

张狑（狕）＝狕狀 时，利用解析函数近于凸判定定理和稳定近于凸的充要条件，对犳（狕）的稳定近于凸半径做

出估计；当｜狑（狕）｜＜１时，利用单叶解析函数的凸半径估计，进而估计犳（狕）的单叶半径．

Ｌａｎｄａｕ定理和Ｂｌｏｃｈ常数是复分析理论中的重要课题，近年来人们在函数类间建立联系，试图利

用解析函数的Ｌａｎｄａｕ定理推广到调和函数的情形
［８?１０］．

定理犆　犳在单位圆盘犇 上解析，若犳（０）＝０，犳′（０）＝α，当狕∈犇，有｜犳（狕）｜＜１，那么犳在以原点

为圆心的圆盘犇狉
０
上单叶，其像域包含以原点为圆心的圆盘犇犚

０
．其中，狉０＝

α

１＋ １－α槡
２
＞
α
２
，犚０＝狉

２
０．

Ｃｈｅｎ等
［８］利用调和函数解析部分的性质和Ｓｃｈｗａｒｚ引理，得到了调和函数的Ｌａｎｄａｕ定理Ｄ．

定理犇　犳是犇 上的保向调和函数，犳（０）＝０，犳′（０）＝α，当狕∈犇，有｜犳（狕）｜＜１，那么犳在包含原

点的区域上单叶，其像域包含以原点为圆心的圆盘 犇犚
０
，犚０＝犽狉′

２（１－
狉′
２
）．其中，犽＝

２ｌｏｇ３

π
，狉′＝

α

２犽＋ ４犽２－α槡
２
．

利用定理Ｂ中的系数估计，给出满足其条件的函数类的Ｌａｎｄａｕ定理，同时对定理Ｄ的证明过程进

行改进，得到了更佳的结果．

２　主要结果及证明

将定理Ａ进一步推广到复伸张为狑（狕）＝狕狀 的情形，得到定理１．

定理１　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是定义在单位圆盘犇上的调和函数，这里犺′（０）≠０，满足

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，　　－

１

２
＜犮≤０，　狕∈犇．

　　当狑（狕）＝狕
狀 时，调和函数犳（狕）的稳定近于凸半径狉≥

狀

１＋２犮
２犮＋２狀槡 ＋１

．

证明　考虑解析函数犉（狕）＝犺（狕）－λ犵（狕），其中｜λ｜＝１，那么

犉′（狕）＝ （１－λ狕
狀）犺′（狕），　　犉″（狕）＝ （１－λ狕

狀）犺″（狕）＋（－狀λ狕
狀－１）犺′（狕）．

　　显然，在犇上犉′（狕）≠０，故Ｒｅ｛１＋狕
犉″（狕）

犉′（狕）
｝＝Ｒｅ｛１＋狕

犺″（狕）

犺′（狕）
｝＋Ｒｅ｛

狀λ狕
狀

λ狕
狀－１

｝．其中，Ｒｅ｛
狀λ狕

狀

λ狕
狀－１

｝＝

－Ｒｅ｛
狀λ狕

狀

１－λ狕
狀
｝≥－｜

狀λ狕
狀

１－λ狕
狀｜≥－

｜狀λ狕
狀
｜

１－｜λ狕
狀
｜
＝－

狀狉狀

１－狉狀
．

当｜狕｜＝狉＜

狀

１＋２犮
２犮＋２狀槡 ＋１

时，

∫
θ２

θ１

Ｒｅ｛１＋狕
犉″（狕）

犉′（狕）
｝ｄθ＝∫

θ２

θ１

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝ｄθ＋∫

θ２

θ１

Ｒｅ｛
狀λ狕

狀

λ狕
狀
－１
｝ｄθ＞

犮（θ２－θ１）－
狀狉狀

１－狉
狀
（θ２－θ１）≥ （犮－

狀·
２犮＋１

２犮＋２狀＋１

１－
２犮＋１

２犮＋２狀＋１

）（θ２－θ１）＝

－
１

２
（θ２－θ１）≥－

１

２
·２π＝－π．

其中，θ１＜θ２＜θ１＋２π．

从而，犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）至少在｜狕｜＜

狀

１＋２犮
２犮＋２狀槡 ＋１

内为稳定近于凸的．

解析部分满足相同条件的情况下，复伸张狑（狕）为狀次多项式时，可以由定理２得到调和函数犳（狕）
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的单叶半径估计．

定理２　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是定义在犇上的调和函数，这里犺（０）＝０，犺′（０）＝１，满足Ｒｅ｛１＋

狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮．其中，－

１

２
＜犮≤０，狕∈犇．当狑（狕）＝∑

∞

狀＝０

犮狀狕
狀，∑

∞

狀＝０

｜犮狀｜＜１时，犳（狕）在犇狉＝｛狕｜｜狕｜＜狉｝上单

叶，且犳（犇狉）犇犚．其中，狉≥ 槡２－ ３，犚≥（ 槡２－ ３）（１－∑
∞

狀＝０

｜犮狀｜）．

证明　对于解析函数犺（狕），满足Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，０＜θ１＜θ２＜θ１＋２π．有

∫
θ２

θ１

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝ｄθ＞∫

θ２

θ１

犮ｄθ≥－
１

２
（θ２－θ１）≥－π．

　　因此，犺（狕）是近于凸的，故犺（狕）在犇上单叶．显然犺（狕）∈犛，具有最凸半径为狉０≥ 槡２－ ３．以原点为

圆心，任取ρ≤ 槡２－ ３，犺（狕）在犇ρ上单叶，且犺（犇ρ）是凸区域．

令犉（狑）＝犳犺
－１（狑），狑∈犺（犇ρ），犉（０）＝０．其中，｜μ犉｜＝｜

犉珡狑
犉狑
｜＝｜

犳珔狕

犳狕
｜＝｜狑（狕）｜≤∑

∞

狀＝０

｜犮狀｜＝犽＜１．

可知犉（狑）是犺（犇ρ）上的犓?拟正则调和函数，其中犓＝
１＋犽
１－犽

．对于任意狑１，狑２∈犺（犇ρ），有

狘犉（狑１）－犉（狑２）狘＝狘∫狑
１
狑
２

犉狑ｄ狑＋犉珡狑ｄ珡狑狘≥狘∫狑
１
狑
２

犉狑ｄ狑狘－

狘∫狑
１
狑
２

犉珡狑ｄ珡狑狘≥狘狑１－狑２狘（１－犽）．

　　则犉（狑）在犺（犇ρ）上单叶，又犺（狕）在犇ρ上单叶，所以犳（狕）在犇ρ上单叶．

令狑２→０，狑１→犇ρ，有｜犉（狑）｜≥｜狑｜（１－犽）＝ρ（１－∑
∞

狀＝０

｜犮狀｜）．｜犉（犺（犇ρ））｜包含一个以原点为圆

心，半径至少为ρ（１－∑
∞

狀＝０

狘犮狀狘）的圆盘，即犳（犇ρ）包含以原点为圆心，一个半径至少为ρ（１－∑
∞

狀＝０

狘犮狀狘）

的圆盘．当ρ→ 槡２－ ３时，得到证明．

在定理Ｂ中得到了解析部分的系数估计表达式，利用这一表达式，对该函数类的Ｌａｎｄａｕ定理进行

描述．

定理３　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是犇上的调和函数，若其解析部分满足Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮．其中，

－
１

２
≤犮＜０，狕∈犇，且｜狑（狕）｜＜１．犳（狕）在以原点为圆心的圆盘上单叶，其像域包含了以原点为圆心的

圆盘犇犚，犚＝（１－狋狉′）犕狉′
２．其中，当犺（狕）＝狕＋犪２狕

２＋…＋犪狀狕
狀（狀≥２）时，狉′＝

狋

犕＋ 犕２－狋槡
２
，犕＝

（１＋｜犮｜）
狀－１

｜犮｜
，狋→１

－．

证明　由条件Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，定理Ｂ系数估计为

犪１ ＝１，

狘犪狀狘≤∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

）
烅

烄

烆
．

　　对于狀＝２，３，…，有ｌｏｇ｜犪狀｜≤ｌｏｇ（∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

））＝∑
狀－１

犻＝１

ｌｏｇ（１＋
２｜犮｜
犻＋１

）＜（狀－１）ｌｏｇ（１＋｜犮｜）＝

ｌｏｇ（１＋｜犮｜）
狀－１．即｜犪狀｜≤（１＋｜犮｜）

狀－１．显然，当狀＝１时，犪１ 也满足这一表达式．因此，

狘犺（狕）狘＝狘狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
狘≤∑

∞

狀＝１

（１＋狘犮狘）
狀－１
＝
（１＋狘犮狘）

狀
－１

狘犮狘
＝犕．

　　对于｜狕｜＜狋＜１，令犎（狕）＝犺（狋狕）／犕，则犎（狕）是定义在犇上的解析函数，并且｜犎（狕）｜＜１，犎（０）＝
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０，犎′（０）＝狋犺′（０）／犕＝狋／犕＜１．根据定理Ｃ可知，犎（狕）在犇狉′上单叶，且 犎（犇狉′）犇犚′．其中，狉′＝

狋

犕＋ 犕２－狋槡
２
，犚′＝狉′２．故犺（狕）在犇狋狉′上单叶，且犺（犇狋狉′）犇犕犚′．由Ｓｃｈｗａｒｚ引理，｜狑（狕）｜＝｜犳珔狕／犳狕｜≤

｜狕｜≤狋狉′．

令犌＝犺－１（犇犕犚′）犇狋狉′，对任意狕１，狕２∈犌，记γ＝犺
－１（犺（狕１），犺（狕２）），有

狘犺（狕１）－犺（狕２）狘＝狘∫γ犳狕ｄ狕狘＝∫γ狘犳狕狘狘ｄ狕狘．
　　因此，

狘犳（狕１）－犳（狕２）狘＝狘∫γ犳狕ｄ狕＋犳珔狕ｄ珔狕狘≥狘∫γ犳狕ｄ狕狘－狘∫γ犳珔狕ｄ珔狕狘≥

狘犺（狕１）－犺（狕２）狘－狋狉′∫γ狘犳狕狘狘ｄ狕狘＝ （１－狋狉′）狘犺（狕１）－犺（狕２）狘．
　　令狕１→犇狋狉′，狕２→０，有｜犳（狕）｜≥（１－狋狉′）｜犺（狕）｜≥（１－狋狉′）犕犚′＝（１－狋狉′）犕狉′

２．

当狀≥２时，犚＝（１－狋狉′）犕狉′
２是关于狋的单调递增函数．因此，当狋→１

－时，犚取得最大值，犚＝（１－

狋狉′）犕狉′２＝犕（１－犕＋ 犕２槡 －１）（２犕２－１－２犕 犕２
槡 －１）．证毕．

定理Ｄ描述了在单位圆盘上满足条件犳（０）＝０，犳狕（０）＝α＞０，犳珔狕（０）＝０，｜犳（狕）｜＜１的保向调和函

数的Ｌａｎｄａｕ定理．定理４将对其证明过程进行改进，得到更佳的结果．

定理４　设犳是犇 上的保向调和函数，对狕∈犇满足犳（０）＝０，犳狕（０）＝α＞０，犳珔狕（０）＝０，｜犳（狕）｜＜１．

那么，犳在一个包含原点的区域上单叶，并将该区域映到以原点为圆心，以犚０＝犽狉′
２（１－

７

１０
狉′）为半径的

圆盘．其中，犽＝
２

π
ｌｏｇ
１７

３
，狉′＝

７α

１０犽＋ １００犽２－４９α槡
２
．

证明　由于犳是犇 上的保向调和函数，且犳珔狕（０）＝０，由Ｓｃｈｗａｒｚ引理，有

狘犳珔狕（狕）狘≤狘狕狘·狘犳狕（狕）狘，　　狕∈犇．

　　当｜狕′｜＜狋＝７／１０时，

狘犺（狕）狘≤狘∫狅狕′犳狕（狕）ｄ狕狘≤∫狅狕′狘犳狕（狕）狘狘ｄ狕狘≤∫狅狕′Λ犳（狕）狘ｄ狕狘≤
４

π∫
狘狕′狘

０

ｄ狉

１－狉
２ ＝

２

π
ｌｏｇ
１＋狘狕′狘
１－狘狕′狘

＜
２

π
ｌｏｇ
１７

３
＝犽．

　　令珘犺（狕）＝（１／犽）犺（狋狕）是定义在犇上的解析函数，且满足珘犺（０）＝０，珘犺′（０）＝７α／（１０犽）＞０，｜珘犺（狕）｜＜

１．由解析函数的 Ｌａｎｄａｕ定理，｜犺（狕）｜在 犇狉′内单叶，犺（犇狉′）犇犚′．其中，狉′＝

７α
１０犽

１＋ １－（
７α
１０槡 犽

）２
＝

７α

１０犽＋ １００犽２－４９α槡
２
，犚′＝狉′２．因此，可以得到犺（狕）在犇７

１０狉′
上单叶，犳（犇７

１０狉′
）犇犽犚′．

令Δ＝犺
－１
犇７
１０
狉′
（犇犽犚′）犇７

１０狉′
，对于任意的狕１，狕２∈Δ，记γ＝犺

－１（犺（狕１），犺（狕２）），有

狘犺（狕１）－犺（狕２）狘＝狘∫γ犳狕（狕）ｄ狕狘＝∫γ狘犳狕（狕）狘狘ｄ狕狘．
　　因此，

狘犳（狕１）－犳（狕２）狘＝狘∫γ犳狕ｄ狕＋犳珔狕ｄ珔狕狘≥狘∫γ犳狕ｄ狕狘－狘∫γ犳珔狕ｄ珔狕狘≥

狘犺（狕１）－犺（狕２）狘－狋狉′∫γ狘犳狕狘狘ｄ狕狘＝ （１－
７

１０
狉′）狘犺（狕１）－犺（狕２）狘．

　　令狕１→犇狋狉′，狕２→０，有

狘犳（狕）狘≥ （１－
７

１０
狉′）狘犺（狕）狘≥ （１－

７

１０
狉′）犽犚′＝ （１－

７

１０
狉′）犽狉′２．

其中，犽＝
２

π
ｌｏｇ
１７

３
，狉′＝

７α

１０犽＋ １００犽２－４９α槡
２
．
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这一结果改进了文献［８］的定理３．在狋＝０．７和狋＝０．５的情况下，单叶区域在满足条件的犳作用

下，覆盖圆的最大半径犚０ 的变化，如图１所示．犚０ 的取值随着调和函数犳的解析部分犺（狕）的一次项系

数α的取值而变化，如图２所示．

图１　犚０ 随狋变化曲线 图２　犚０ 随α变化曲线

Ｆｉｇ．１　Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犚０ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ狋　　　　　Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犚０ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆα

由图２可知：当α＝１时，单叶区域在犳作用下的值域覆盖的圆半径达到最大，约为０．１０６．
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