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犅犪狀犱犲犾犲狋变换及其逼近特性分析

黄永

（昭通学院 数学与统计学院，云南 昭通６５７０００）

摘要：　首先，从几何流和地平线模型出发，分析流积分及其扫描带内的边缘表达；其次，抑制离散二元小波基

函数的不足，构建Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的标准正交基；最后，对Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换在扫描带内的逼近特性进行分析，构建

估计边缘和真实边缘的逼近误差计算公式．结果表明：文中方法在图像边缘表达上可以得到最优框架．
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Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换经历了两代变换理论的发展，其主要应用领域都是图像稀疏表达和图像压缩
［１?４］．其

中，Ｐｅｎｎｅｃ对于第一代Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换做出了重要贡献，他不仅参与提出第一代Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换理论，还进

一步对Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换进行完善和发展，大大提升其在实际中的应用性
［５］．Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的最大优势在

于，它弥补了小波变换各向异性特征表达的缺陷，更利于图像的稀疏表达和稀疏编码［６］．第一代Ｂａｎｄｅ

ｌｅｔ变换技术是建立在小波变换的理论之上，从连续到离散进行推理和演进，进而依托几何流概念构建

Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换基函数，从而推动离散Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换算法、连续Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换算法、快速Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换算

法的发展［７?１０］．本文从Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换原理出发，进而对Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的带内逼近特性、全局逼近特性展

开分析．

１　犅犪狀犱犲犾犲狋变换的基本原理

Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换是以处理图像压缩、图像编码、图像稀疏表达为出发点建立的．

假定正则几何图像用犵（狓，狔）表示，几何流是图像中用于表达犵（狓，狔）正则变化方向的特征，可以用

υ（狓，狔）表示．进一步将分析范围限定在水平线模型条件下，模型中的边缘定义为犎，则几何流珋υ（狓，狔）可

以进一步表示为

珋υ（狓１，狓２）＝珋υ（狓）＝ （１，犺′（狓））． （１）

式（１）中：｜犺′（狓）｜≤２；犺（狓）也称为流线积分，它满足犺（狓）＝∫
狓

０
犺′（狓）ｄ狋，在（狓１，狓２）这一点的切线方向，

即几何流珋υ（狓１，狓２）的方向，可以定义为狕＝犺（狓）＋犓．如果用犺（狓）平移扫描分析区域，可以得到带状区

域犆，这个带状区域内保证犎 全部置于其中，其数学表示为

犆＝ ｛（狓，狔）狘狓∈ ［犪，犫］，狔∈ ［犺（狓）＋犮，犺（狓）＋犱］｝． （２）

　　对犵（狓，狔）作一个变换，即狓＝狌，狔＝狏＋犵（狌），分析Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换基函数的构建．用θ（狋）表示一维

的小波函数，用（狋）表示这个小波函数对应的尺度函数，分别记为

θ犼，犿（狋）＝
１

２槡犼
θ（
狋－２犼犿

２犼
），　　犼，犿（狋）＝

１

２槡犼
（
狋－２犼犿

２犼
）． （３）

　　由此构建二元小波基函数为
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　　通过反解，可以获得带状区域犆上的标准正交基，即

θ犼，犿（狓）犼，狀（狔－犺（狓））
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２　犅犪狀犱犲犾犲狋变换的带内逼近特性分析

假设犑（狓，狔）表示一个模糊核，对这个模糊核执行伸缩变换处理，其数学形式为

犑（狓，狔）＝狉
－２犑１（

狓
狉
，狔
狉
）． （６）

　　犑１ 在集合［－１，１］
２ 上得到支撑，则同时存在

‖犑１‖１ ＝ ‖犑‖１，

‖犑‖犇β ＝狉
－（２＋β）‖犑１‖犇β ＝

烍
烌

烎１．
（７）

　　模糊核犑（狓，狔）可以对图像边缘施加处理，这个处理的范围呈现为一个带状区域，用犃狉 表示．犃狉 区

域内的点到达边缘的距离犈 符合如下关系，即

犃狉 ＝ ｛（狓，狔）狘犲（（狓，狔），犈）≤狉｝． （８）

　　针对Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换在犃狉区域内的逼近特性展开分析．

Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的原理始于几何流，相应的基函数的构造也出于同源．因此，分析Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的带

内逼近特性，需要从几何流的逼近特性开始．对于几何流的逼近效果而言，要使其达到最佳，必须尽可能

地减少控制参量的个数［１１］．

假设犃狉可以在狓 轴上获得投影，且投影区间位于［犪，犫］，可以计算出区间长度为犱１＝犫－犪．基于

此，对于几何流的逼近，可以使用尺度２犽 下的一族正交函数，如｛犳犽，犿（狋）｜犱≤犿≤犱１２
－犽｝．在这簇正交函

数中，支撑集合包含在［犪，犫］内的函数可以用犳（２
－犽狋－犿）描述，满足

犺（狋）＝∑

犱
１
２
－犽

犿＝１
β犿犳犽，犿（狋）． （９）

　　如果｛犳犽，犿（狋）｜犱≤犿≤犱１２
－犽｝的空间犠犽 中含有狇阶次的多项式，则犳（狋）是紧支撑狇阶次的可微函

数．基于此，式（９）中的犺（狋）受控于尺度大小２犽 和（犫－犪）２－犽个系数｛β犿｝．又因为｜犺′（狓）｜≤２，忽略常数

的影响，再做一假设犺（犪）＝０，存在｜犺（狓）｜≤２犱１，且存在一个常数犆犳，这个常数仅和尺度函数犳（狋）存在

关联，且这个常数使不等式｜β犿｜≤犆犳（犫－犪）成立．

假设边缘的精确特征用犈（狓）表示，而边缘特征的估计值则用珟犈（狓）表示．因为模糊核犑（狓，狔）的存

在，且此时犑（狓，狔）是未知的，则珟犈（狓）在逼近真实值时存在一定的误差，这个误差符合‖珟犈－犈‖∞≤

犆犈狉．其中：参数犆犈 受到计算过程中计算精度的制约．

根据珟犈（狓）在空间犠犽 上的投影求取流积分，即

犺（狓）＝犙犠犽
珟犈（狓）＝∑

犱
１
２
－犽

犿＝１
β犿犳犽，犿（狓）， （１０）

β犿 ＝ 〈珟犈（狓），犳犽，犿〉‖犳犽，犿‖
－２． （１１）

式（１０），（１１）中：参数犆犈 和尺度２
犽 如果小到一定程度，流线积分犺（狓）和边缘的精确特征犈（狓）之间的

误差就会控制地非常小．

正是因为流积分的存在，才能根据一维小波函数θ（狋）构造Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的基函数．为了简化Ｂａｎ

ｄｅｌｅｔ变换基函数的表达，将θ犼，犿（狓）θ犼，狀（狔－犺（狓））用｛犮犿｝替代．那么，可以描述Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换基函数对

几何图像犵的稀疏的表达式为

犵犖 ＝ ∑
狘〈犵，犮犿

〉狘＞犜

〈犳，犮犿〉犮犿． （１２）

　　至此，根据Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换对图像的稀疏表达可知，整个表达需要犖＝犖ｈ＋犖ｃ个参数．其中：犖ｈ 表
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示流积分所用的参数；Ｎｃ表示实现图像逼近所需的参数．

最后，对Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的逼近能力，给出如下结论．

当犵是可以在［０，１］
２ 上用β阶次地平线模型，珟犈（狓）表达了对边缘精确特征犈（狓）的逼近，且二者之

间形成的逼近误差为‖珟犈－犈‖∞≤犆犈狉．存在常数犓，对于可能的阈值犜，使用流积分犺（狓）界定的Ｂａｎ

ｄｅｌｅｔ变换基函数在尺度２犽＝ｍａｘ｛‖犮‖
－１／β
犓β ，１｝ｍａｘ｛狉，犜

２β／（β＋１）｝１／β下的逼近误差可以描述为

‖犵－犵犖‖ ≤犓犓
２

犵犱１
β＋１犖－β． （１３）

式（１３）中：犓犵＝ｍａｘ｛犓１，犓２，犓３｝；犓１＝‖珟犵‖犓βｍａｘ｛‖犈‖
β

犓β
，１｝ｍａｘ｛‖犈‖β犓β，犓犲，１｝；犓２＝‖珟犵‖

β＋１

犓
１ ；

犓３＝ｍａｘ｛‖犈‖
β＋

１
２β

犓β
，１｝．

除了得到Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换逼近特性的确定性误差计算公式外，还可以得到一个结论：对于β阶次地平

线模型，Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换在一个Ｂａｎｄｅｌｅｔ带内，可以达到最佳的逼近特性．

３　犅犪狀犱犲犾犲狋逼近特性在图像分割中的应用

３．１　犅犪狀犱犲犾犲狋正交基框架

Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换起源于对图像信息的压缩编码等处理，进而又可以进一步为图像处理技术服务，在图

像分割方面有比较理想的应用效果［１２］．

在Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换理论中，Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换正是由图像中各个边缘特征附带的几何流思想引申出来

的．这些边缘特征信息附带的几何流，可以被用于自适应地跟踪图像之中可能存在的几何正则方向．正

图１　图像的分割

Ｆｉｇ．１　Ｉｍａｇｅｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎ

常情况下，几何流信息和图像边缘特征的走向是保持一致的．图像中

边缘特征，如果放大到局部的任意一个点上，可以被区分为两种情

况：沿着水平方向排布的边缘；沿着垂直方向排布的边缘．

根据这样的边缘特征可能排布方向，图像在二进制表达的过程

中，图像的全部区域Θ可以形成一个细分的结果，其数学形式为Θ∪

Θ犻．其中：Θ犻表征每一个被细分的图像区域．这种细分工作做到非常

细致的程度时，每一个Θ犻 内最多只保留一条边缘特征线．图像的分

割情况，如图１所示．图１中：黑色的粗线为图像中的边缘特征；虚线

框为分割出的区域．最终分割出的区域可分为如下４种主要类型：

１）区域内含有边缘特征信息，且边缘特征的方向是水平的；

２）区域内含有边缘特征信息，且边缘特征的方向是垂直的；

３）区域内含有边缘特征信息，恰好是两个方向走势的边缘特征不同走向，并形成相交；

４）区域内不含有任何边缘特征信息．

进一步定义一个正交投影的计算子，其数学表达形式为

犙Λ犵（狓，狔）＝
犵（狓，狔），　　 （狓，狔）∈Λ，

０，　　　　　（狓，狔）Λ｛ ．
（１４）

式（１４）中：犙Λ犵（狓，狔）为这个正交投影的计算子；Λ为正交投影计算子的空间．

进一步可以得出，在图像分割形成后的每一个区域上的正交投影计算子，可以合并成犔２（［０，１］２）

上的一个完整的框架，这个框架就是Ｂａｎｄｅｌｅｔ正交基框架．

３．２　犅犪狀犱犲犾犲狋字典和分割寻优

实际上，构建Ｂａｎｄｅｌｅｔ框架的意义在于，将要分析的图像按照支撑空间划分成细小的区域．这样每

一个细小的区域上可以采用几何流特征执行Ｂａｎｄｅｌｅｔ逼近处理或者小波逼近处理．这个分割处理的过

程相当于执行二进制分割的策略．首先，第一个层次上图像被划分成完全相等的４个小子块图像，可以

采用四叉树的方法对这个分割结果进行表示．然后，每一个子块的图像又可以根据是否含有特征信息的

具体情况进一步执行二进制细分处理．

采用一个具体的图形说明这一分割过程，如图２所示．由图２可知：原始图像已经被划分为多个子

块图像，分别是子块图像Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ，Ｉ，Ｊ，Ｋ，Ｌ，Ｍ．这是一个多次二进制分割的结果，原始图
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像经过三级分割，子块图像 Ｍ，Ｌ属于第一级分割结果；左上角第一层级分割图像又被分为４个子块图

像，即子块图像Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ；右下角第一层级分割图像又被分成４个子块图像，即子块图像Ｉ，Ｊ，Ｋ，以及

最右下角的子块图像，它又被进一步细分成４个三级子块图像，即子块图像Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ．

根据Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换构建的原始图像四叉树表达，如图３所示．由图３可知：子块图像Ｌ，Ｍ 成为第

二级四叉树节点；子块图像Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ，Ｉ，Ｊ，Ｋ成为第三级四叉树节点；子块图像Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ成为第四级

四叉树节点．当然，子块图像Ｌ，Ｍ，Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ，Ｉ，Ｊ，Ｋ，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ也都最终成为叶子节点．

图２　基于Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的图像二进制分割处理　　　　　图３　基于Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的图像四叉树构建　　

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｎａｒｙｉｍａｇｅｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎ Ｆｉｇ．３　Ｉｍａｇｅ４ｆｏｒｋｔｒｅｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎ

　Ｂａｎｄｅｌｅｔｔｒａｎｆｏｒｍ　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｂａｎｄｅｌｅｔｔｒａｎｆｏｒｍ

图２所示的图像分块结果和图３所示的四叉树结果是一一对应的．如果将原始图像的整体宽度设

置为１时，则对应宽度为２－犽的图像子块相当于在Ｂａｎｄｅｌｅｔ四叉树中具有的节点深度为｜犽｜．

在图１中：每一个用Θ犻标记的小图像方块，都可以采用一个参量表达这个小图像方块上的基函数

是小波基函数，还是Ｂａｎｄｅｌｅｔ基函数．如果其中的基函数是Ｂａｎｄｅｌｅｔ基函数的类型，还需要进一步对

Ｂａｎｄｅｌｅｔ基函数构建模型的类别进行区分，即区分是水平方向上的基函数构建模型，还是垂直方向上的

基函数的构建模型．

如前文所述，因为基函数模型需要借助流积分进行构造，因此，需要对在尺度２犽犻之下的流积分进一

步明确表达，即

犺（狋）＝∑
２
－犽犻

狀＝１
β狀犽，狀（狋）． （１５）

　　原始图像分割后形成的所有子块图像，其上的Ｂａｎｄｅｌｅｔ基函数或小波基函数所构建的完整集合，

可以形成一个可用于Ｂａｎｄｅｌｅｔ分析的逼近框架．即

犉犆 ＝∑〈犉，犅〉． （１６）

式（１６）中：犉为一个子块图像上Ｂａｎｄｅｌｅｔ基函数构成的框架；犅为这个子块图像上的Ｂａｎｄｅｌｅｔ基函数；

犉犆 为全部子块图像形成的逼近框架，犆为框架中所含有的全部参数的个数，犆＝犆Ｓ＋犆Ｈ＋犆Ｂ，犆Ｓ 为原

始图像二进制分割所需要的参量个数，犆Ｈ 为原始图像几何流表达所需要的参量个数，犆Ｂ 为原始图像

Ｂａｎｄｅｌｅｔ表达所需要的参量个数．

至此，要获得图像分割最优结果的过程，就变成对式（１６）的框架进行寻优的过程．如果原始图像的

分辨率可以限制在犜２ 之内，按照Ｌａｇｒａｎｇｅ方法对犆计算式执行寻优过程，那么，原始图像四叉树的最

大深度可以表示为‖｜ｌｏｇ２犜
２
｜－１‖．此时，如果将流积分参数β狀 执行量化处理，则对于尺寸为２

犽 的子

图像块而言，在｜β狀｜＜犆２
犽 的情况下，可以得到原始图像Ｂａｎｄｅｌｅｔ字典表示的最优框架．

４　结束语

对Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的基本原理及逼近特性展开研究．依托几何流和地平线模型分析Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的

基础流积分，在二元小波变换的理论基础之上，构建Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的标准正交基．对Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换逼近

特性进行分析，并利用这种性质实现图像边缘逼近的Ｂａｎｄｅｌｅｔ最优框架．
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