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双自由度串联机械手的输入转矩优化
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摘要：　针对串联机械手在执行任务过程中执行机构输入转矩较大，导致机构运动不平稳的问题，创建双自由

度串联机械手运动简图模型．采用能量最小化控制方式，构造能量控制的动力学方程，分析机械手关节角度、

连杆质量及各关节之间的距离，确定优化关系式．采取优化方法计算输入转矩的控制方程，得出输入转矩的最

佳尺寸，并结合具体实例，在 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ软件中对优化后输入转矩进行仿真．结果表明：与优化前的仿

真结果相比较，优化设计后机械手输入转矩较小，整体波动相对平稳，效果较好．

关键词：　机械手；串联；双自由度；输入转矩；动力学方程；仿真分析

中图分类号：　ＴＰ２４１ 文献标志码：　Ａ

机械手是指能够具备人手和臂的某些动作功能［１］，完成对现实生活中产品的加工、抓取及搬运等工

作．机械手具有提高生产效率、连续工作、降低成本等很多优点，主要应用于航空航天、海洋探测、危险品

搬运等许多行业．当前，机械手按照驱动方式分为机械式、液压式、电动式及气动式；按照机构种类分为

串联式和并联式；按照自由度分为单自由度式、双自由度式及多自由度式．目前，对机械手输入转矩的研

究文献有许多．文献［２?４］针对平面机械手关节驱动力矩限制器控制问题进行优化研究，建立机械手空

间模型，对力矩方程式进行推导和分析．文献［５?７］针对机械手输入转矩算法问题展开研究，采用神经元

网格算法，计算机械手输入转矩控制结构，增强了机械手运动过程中控制结构的整体稳定性．文献［８?

１０］针对机械手关节输入转矩最小化问题进行研究，采用遗传算法，对关节最小力矩的轨迹要求进行优

化，保证机械手高速运转时输入转矩最小．以往研究的串联机械手在执行任务过程中，执行机构输入转

矩较大，导致运动不平稳，不能很好满足任务的需求．机械手执行机构的负荷不仅取决于连杆上质量的

分布，也取决于有效运动的产生．鉴于此，本文基于能量最小化的优化实现双自由度串联机械手的输入

图１　双自由度串联机械手
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转矩最小化，通过动力学方程推导得到的优化运动方程式，优化各个

相关参数，并通过 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ软件对优化输入转矩进行仿真

验证．

１　能量最小控制

１．１　机械手的动力学方程

双自由度串联机械手简图，如图１所示．高度非线性动力学条件

的耦合微分方程为

τ＝犃（θ）̈θ＋犆（θ，θ）θ＋犙（θ）． （１）

式（１）中：τ是作用于机械手关节上的２×１阶转矩向量；θ，θ及θ̈分

别是代表角位置、速度和加速度的２×１阶向量；犃（θ）是２×２阶惯性矩阵；犆（θ，θ）和犙（θ）是向心力和重
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力荷载的２×１阶向量．

　　依照获得的关节角度和角度的导数，可以将双自由度非平衡串联机械手的动力学方程（１）改写为

τ１ ＝ （犽
０
１１＋犽

０
１，２ｃｏｓθ２）̈θ１＋（犽

０
３，１＋犽

０
３，２ｃｏｓθ２）̈θ２－犽

０
１，２
θ１θ２ｓｉｎθ２－

　 　犽
０
３，２
θ
２
２＋狆

０
１ｃｏｓθ１＋狆

０
２ｃｏｓ（θ１＋θ２），

τ２ ＝ （犽
０
３，１＋犽

０
３，２ｃｏｓθ２）̈θ１＋２犽

０
２̈θ２＋０．５犽

０
１，２
θ
２
１ｓｉｎθ２＋狆

０
２ｃｏｓ（θ１＋θ２）

烍

烌

烎．

（２）

式（２）中：犽０１，１＝犐犃＋犐犛２＋犿２（犾
２
１＋犾

２
犛２）；犽

０
１，２＝２犿２犾１犾犛２；犽

０
２＝０．５（犐犛２＋犿２犾

２
犛２）；犽

０
３，１＝犐犛２＋犿２犾

２
犛２；犽

０
３，２＝

犿２犾１犾犛１；狆
０
１＝犿２犵犾１＋犿１犵犾犛２；狆

０
２＝犿２犵犾犛２；犿１ 和犿２ 是连杆１和连杆２的质量；犾１ 是关节中心犃和犅 间

的距离；θ１ 是连杆１相对于基体的角位移；θ２ 是连杆２相对于连杆１的角位移；θ１ 是连杆１相对于基体

的角速度；θ２ 是连杆２相对于连杆１的角速度；犐犃 是连杆１相对于点犃的轴惯性矩；犾犛１是连杆１的质心

犛１和关节中心犃间的距离；犐犛２是连杆２相对于连杆２的质心犛２的轴惯性矩；犾犛２是连杆２的质心犛２和

关节中心犅间的距离；犵是重力加速度．

１．２　改进的计算力矩控制律
［１１?１２］

在关节空间逆动力学中，对拉格朗日方程（１）中高度非线性化和高度耦合的动力学条件（参数）进行

精确补偿．对非线性反馈控制法则（前馈计算力矩）的计算为

τ^＝犃^（θ）̈狏＋犆^（θ，θ）θ＋犙^（θ）． （３）

式（３）中：^犃（θ），^犆（θ，θ）及犙^（θ）分别是矩阵犃（θ），犆（θ，θ）及犙（θ）的估算值．

图２　反馈线性化结构
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图２为反馈线性化结构．在图２中的反馈线性化架构

（有插入符号的项代表预估矩阵）中执行关节空间逆动力学

求解．如果犃^（θ）＝犃（θ），^犆（θ，θ）＝犆（θ，θ）及犙^（θ）＝犙（θ），

机器人的反馈线性化将驱动去耦合线性二重积分器，有

θ̈＝狏（狋）． （４）

１．３　二重积分器的闭环控制器

给定一个关节空间轨迹θ犼（狋），作为一个对控制器而言，是很明显的选择，它所产生的狏（狋）是一个比

例?微分加上前馈加速度控制的函数，有

狏（狋）＝θ̈犼＋犓Ｐ（θ犼－θ）＋犓Ｄ（θ犼－θ）． （５）

图３　线性去耦闭环系统
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式（５）中：比例矩阵和微分矩阵犓Ｐ和犓Ｄ 是正对角矩阵．

将式（５）代入式（４）可得

θ̈＝θ̈犼＋犓Ｐ（θ犼－θ）＋犓Ｄ（θ犼－θ）． （６）

如果定义珘θ＝θ犼－θ，可得线性的去耦闭环系统为

珘θ
¨

＋犓Ｄ珘θ
·

＋犓Ｐ珘θ＝０． （７）

　　线性去耦的闭环系统，如图３所示．反馈线性化结构和

闭环控制器之间的分隔因为若干原因变得重要．反馈线性

化的结构被拉格朗日方程固定住了．式（６）给出的闭环控制

器仅仅是最简单的选择，能实现在由式（１）提供的模型具有完全知识的理想情况下，对关节空间轨迹进

行渐近追踪．然而，具有完全的自由可以修改闭环控制器以实现不同的其他目标（如增强针对参数不确

定性、外部干扰等条件的鲁棒性），不需要修改专用于反馈线性化的结构．

１．４　二重积分器的能量最小化

二重积分器系统表达式为

θ̈（狋）

θ（狋
［ ］）＝

０　０

１　
［ ］
０

θ（狋）

θ（狋
［ ］）＋［］

１

０
狌（狋）， （８）

它是完全可以控制的．

寻找一个函数狌（狋），它能引导狓（０）＝［０　θＩ］到狓（犜）＝［０　θＦ］
Ｔ，对以下积分进行最小化，即

∫
犜

０
狌２（狋）ｄ狋＝∫

犜

０
θ̈
２（狋）ｄ狋→ｍｉｎ． （９）

式（９）中：θＩ和θＦ 分别是初始位置和最终位置．
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在０≤狋≤犜区间，最小范数连续输入
［１３］为

狌（狋）＝犅
Ｔｅｘｐ（犃（犜－１））［∫

犜

０
ｅｘｐ（犃·狋）犅犅

Ｔｅｘｐ（犃犜狋））ｄ狋］－
１
×

［狓（犜）－ｅｘｐ（犃·犜）狓（０）］． （１０）

式（１０）中：狌（狋）＝
６

犜２
（θＦ－θＩ）［１－２

狋
犜
］．因此，对一个双自由度串联机械手，由最小化条件式（９）得出的

角加速度、角速度和角位置为

θ̈犼（狋）＝
６

犜２
（θ犼，Ｆ－θ犼，Ｉ）［１－２

狋
犜
］， （１１）

θ犼（狋）＝
６

犜
（θ犼，Ｆ－θ犼，Ｉ）［１－（

狋
犜
）２］， （１２）

θ犼（狋）＝θ犼，Ｉ＋（θ犼，Ｆ－θ犼，Ｉ）［３（
狋
犜
）２－２（

狋
犜
）３］． （１３）

　　应该注意到，这些保证了初始位置和最终位置间运动执行的关系为系统提供了最小的能量消耗．

２　转矩最小化

考虑由于平衡重引起的输入转矩，有

τ
ＣＷ
１ ＝（犽１，１＋犽１，２ｃｏｓθ２）̈θ１＋（犽３，１＋犽３，２ｃｏｓθ２）̈θ２－犽１，２θ１θ２ｓｉｎθ２－

犽３，２θ
２
２＋狆１ｃｏｓθ１＋狆２ｃｏｓ（θ１＋θ２）， （１４）

τ
ＣＷ
２ ＝（犽３，１＋犽３，２ｃｏｓθ２）̈θ１＋２犽２̈θ２＋０．５犽１，２θ

２
１ｓｉｎθ２＋狆２ｃｏｓ（θ１＋θ２）． （１５）

式中：犽１，１＝犿ＣＷ１＋狉
２犿ＣＷ１＋犿ＣＷ１（犾

２
１＋狉

２
ＣＷ２）；犽１，２＝－２犿ＣＷ２犾１狉ＣＷ２＋犿ＣＷ２（犾

２
１＋狉

２
ＣＷ２）；犽２＝０．５犿ＣＷ２狉

２
ＣＷ２；

犽３，１＝犿ＣＷ２狉
２
ＣＷ２；犽３，２＝－犿ＣＷ２犾１狉ＣＷ２；狆１＝－犿ＣＷ１犵狉ＣＷ１＋犿ＣＷ２犵犾１；狆２＝犿ＣＷ２犵狉ＣＷ２；犿ＣＷ１和犿ＣＷ２分别是平

衡重的质量；狉ＣＷ１是平衡重质心相对于犃的转动半径；狉ＣＷ２是平衡重质心相对于犅的转动半径．

为显示平衡重质心的转动半径对输入转矩的影响，将式（１４），（１５）改写为

τ
ＣＷ
１ ＝犮１，１狉

２
ＣＷ１＋犮１，２狉ＣＷ１＋犮１，３， （１６）

τ
ＣＷ
２ ＝犮２，１狉

２
ＣＷ２＋犮２，２狉ＣＷ２． （１７）

式中：犮１，１＝犿ＣＷ１̈θ１；犮１，２＝－犿ＣＷ１犵ｃｏｓθ１；犮１，３＝犿ＣＷ２［（犾
２
１＋狉

２
ＣＷ２－犾１狉ＣＷ２ｃｏｓθ２］̈θ１＋（狉

２
ＣＷ２－犾１狉ＣＷ１ｃｏｓθ２）×

θ̈２＋２犾１狉ＣＷ２θ１θ２ｓｉｎθ２犾１狉ＣＷ２θ
２
２ｓｉｎθ２＋犾１犵ｃｏｓθ１－狉ＣＷ２犵ｃｏｓ（θ１＋θ２）］；犮２，１＝犿ＣＷ２（̈θ１＋̈θ２）；犮２，２＝犿ＣＷ２×

［犾１̈θ１ｃｏｓθ２＋犾１̈θ
２
１ｓｉｎθ２＋犵ｃｏｓ（θ１＋θ２）］．因此，问题可以表示为寻找这样的一个平衡重质心的转动半径

值，该值能使输入转矩的均方根值最小．应该注意到，在该情况下，静态平衡的条件并不成立，因为平衡

重的排列形式改变了，而它的质量没变．

为了获得一个最小的均方根值，需要对以下和进行最小化，即

Δτ犼 ＝∑
犖

犻＝１

（τ犼，犻＋τ
ＣＷ
犼，犻）

２，　　犼＝１，２． （１８）

式（１８）中：犻和犖 分别是所计算的机械手位置的序号和数目．为了实现该目的，需要保证条件
Δτ犼
狉ＣＷ犼

＝０

成立．从以上式子中，可以得到２个三次方程，即有

狕３犼＋犪犼狕
２
犼＋犫犼狕犼＋犮犼 ＝０，　　犼＝１，２． （１９）

式中：狕１ ＝狉ＣＷ１；狕２ ＝狉ＣＷ２；犪１ ＝ ３∑
犖

犻＝１

犮１，１，犻犮１，２，犻／２∑
犖

犻＝１

犮２１，１，犻犮１，２，犻；犪２ ＝ ３∑
犖

犻＝１

犮２，１，犻犮２，２，犻／２∑
犖

犻＝１

犮２２，１，犻；犫１ ＝

（２∑
犖

犻＝１

犮１，１，犻τ１，犻＋２∑
犖

犻＝１

犮２１，１，犻犮１，３，犻 ＋∑
犖

犻＝１

犮２１，２，犻）／２∑
犖

犻＝１

犮２１，１，犻；犫２ ＝ （２∑
犖

犻＝１

犮２，１，犻τ２，犻 ＋∑
犖

犻＝１

犮２２，２，犻）／２∑
犖

犻＝１

犮２２，１，犻；犮１ ＝

（∑
犖

犻＝１

犮１，２，犻τ１，犻＋∑
犖

犻＝１

犮１，２，犻犮１，３，犻）／２∑
犖

犻＝１

犮２１，１，犻；犮２ ＝ （∑
犖

犻＝１

犮２，２，犻τ２，犻）／２∑
犖

犻＝１

犮２２，１，犻．

三次方程式（１９）的实数解可以由Ｖｉｅｔｔｅ?Ｃｏｒｄａｎｏ方法
［１４］表示为代数形式．为了确定根，首先应该

计算以下关系式，即
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犙犼 ＝ （犪
２
犼－３犫犼）／９，　　犚犼 ＝ （２犪

３
犼－９犪犼犫犼＋２７犮犼）／５４． （２０）

　　当犚
２
犼＜犙

３
犼 时，三次方程具有３个实根，由以下的表达式决定，即

狕１，犼 ＝－２ 犙槡 犼ｃｏｓ（狋犼）－犪犼／３，

狕２，犼 ＝－２ 犙槡 犼ｃｏｓ（狋犼＋２π／３）－犪犼／３，

狕３，犼 ＝－２ 犙槡 犼ｃｏｓ（狋犼－２π／３）－犪犼／３，

狋犼 ＝ｃｏｓ
－１［犚犼 犙３槡 犼／３］

烅

烄

烆 ．

　　当犚
２
犼≥犙

３
犼 时，一般性的三次方程具有１个实根，复合性的方程具有２个实根．

为了确定复数根，需要计算以下关系式，即

犃犼 ＝－ｓｉｇｎ（犚犼）
３

狘犚犼狘＋ 犚２犼－犙
３

槡槡 犼 ，　　犅犼 ＝犙犼／犃犼．

其中，实根为狕１，犼＝犃犼＋犅犼－犪犼／３．当犃犼＝犅犼时，复根变成实根，则有狕２，犼＝－犃犼－犪犼／３．

３　设计实例

采用 Ｍａｔｌａｂ软件对转矩值进行优化，优化计算所得尺寸，如表１所示．将优化后的尺寸参数输入

Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ中进行输入转矩仿真，同时与优化前的输入转矩进行了对比，结果如图４所示．图４

中：τ为转矩输入值；狋为时间．

从图４可知：优化后的双自由度机械手输入转矩值整体波动比较小，波动的最大值约为３．５Ｎ·ｍ；

而优化前的双自由度机械手输入转矩值整体波动比较大，波动的最大值约为７．５Ｎ·ｍ．通过对比可

图４　转矩输入值仿真曲线

Ｆｉｇ．４　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｔｏｒｑｕｅｉｎｐｕｔｖａｌｕｅ

知，优化后输入转矩值相对优化前大约减少了５３％，转

矩输入值有明显地降低，效果较好．

表１　优化后的尺寸参数

Ｔａｂ．１　Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄｓｉｚｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 数值 参数 数值 参数 数值

θ１，Ｉ／（°） ０ 犿２／ｋｇ ２．１ 犾犛２／ｍ ０．１２

θ２，Ｉ／（°） １．１７ 犾１／ｍ ０．３５ 犐犛１／ｋｇ·ｍ
２ ０．１６

θ１，Ｆ／（°） ０．５４ 犾犃，犛１／ｍ ０．１１ 犐犛２／ｋｇ·ｍ
２ ０．１１

θ２，Ｆ／（°） １．６９ 犾犅，犛２／ｍ ０．１１ 狉ＣＷ１／ｍ ０．２７

犿１／ｋｇ ２．４ 犾犛１／ｍ ０．１２ 狉ＣＷ２／ｍ ０．１６

４　结束语

通过能量最小控制和优化可动质量重分布，对双自由度串联机械手进行输入转矩最小化，双自由度

串联机械手的输入转矩最小化由基于能量最小的优化运动执行实现．通过对动态和静态载荷引起的输

入转矩的均方根值进行最小化，得到了优化的平衡重布置方式．推导得到了２个三次方程，使平衡重质

心回转半径的确定成为可能．最后，采取 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ软件实现了优化数值仿真．仿真结果显示，优

化后的双自由度串联机械手的输入转矩有明显地降低，为机械手的转矩深入研究提供了参考依据．
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ｓｉｇｎｏｆｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｉｎｐｕｔｔｏｒｑｕｅｉｓｓｍａｌｌｅｒ，ｔｈｅｏｖｅｒａｌｌｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｉｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｓｔａｂｌｅａｎｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｂｅｔｔｅｒ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ；ｓｅｒｉｅｓ；ｄｏｕｂｌｅｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍ；ｉｎｐｕｔｔｏｒｑｕｅ；ｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ；ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ
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