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采用横向铁磁交互作用的随机场
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摘要：　通过数值对角化分析瞬时基态和第一激发态，提出基于横向铁磁交互的量子退火的优势．采用贝特近

似作为实际执行的算法，给出相应的模拟结果，并对传统量子退火、基于横向铁磁交互作用的量子退火和模拟

退火算法的剩余误差进行比较．结果表明：所提算法能有效提高传统量子退火在随机场伊辛模型中的收敛速

度；利用量子波动的选择空间可以有效实现量子退火的最佳性能．
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模拟退火算法（ＳＡ）
［１］是基于 Ｍｏｎｔｅｃａｒｌｏ迭代求解策略的一种随机寻优算法，已在生产调度、图像

处理、控制工程等领域得到广泛应用［２?４］．然而，经典模拟退火算法要跳出局部最小点犃，到达全局最优

点犅，只能采用翻越势垒的方式实现．量子退火算法（ＱＡ）在其基础上，通过引入一个假的温度变量，实

现在状态空间中搜索目标函数的最小值问题．它利用量子隧穿效应，直接从点犃穿透势垒到达点犅．因

此，量子波动的性质被引入以伊辛（Ｉｓｉｎｇ）模型
［５］为代表的经典优化问题中．与模拟退火算法相比，量子

退火算法在退火收敛速度和避免陷入局部极小等方面具有一定优势，且适用于其他领域非线性最优化

问题的求解．目前，实施量子退火有多种方式，如薛定谔方程的精确数值分析、量子蒙特卡罗模拟
［６?７］和

格林函数蒙特卡罗方法［８］等．然而，在一些研究中，常规量子态的量子退火在某些情况下已被证明不能

有效地执行［９］．本文研究一种基于横向铁磁交互作用的随机场伊辛模型的量子退火算法．

１　横向铁磁交互作用

１．１　常规量子退火

量子退火［１０?１２］利用量子波动构建优化算法，使量子具有穿透比它自身能量高的势垒的能力，即量子

隧穿效应．量子退火通过模拟这一过程实现对目标系统的优化．量子系统的演化公式为

ｉ


狋
狘Ψ（狋）〉＝犎（狋）狘Ψ（狋）〉， （１）

犎（狋）＝犎ｌｃ＋犎ｋｉｎ（狋）． （２）

式（１），（２）中：犎（狋）为含时哈密顿量；｜Ψ（狋）〉为量子系统状态；为方便起见，取＝１；犎ｌｃ对应势能项；

犎ｋｉｎ（狋）为适合系统的含时量子动能项，其初值比较大，对应较大的量子波动，并按照某一进度表逐渐减

小为零．

１．１．１　横向随机场Ｉｓｉｎｇ模型　横向随机场Ｉｓｉｎｇ模型
［１３?１４］常被作为量子退火算法的测试模型，其哈
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式（３）中：犺犻为在犻位置服从概率分布犘（犺犻）的横向场；σ
狕
犻 为Ｐａｕｌｉ矩阵的狕分量；∑

〈犻，犼〉

为对一切可能的

近邻键链对〈犻，犼〉求和；犑为与交换积分成正比的耦合常数．

引入横向场量子动能项犎ＴＦ
ｋｉｎ，诱导经典态之间的量子跃迁，且
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　　在量子退火中，利用量子波动搜索犎
ＲＦＩＭ
ｃｌ 的基态，利用时间的线性函数控制量子动能的强度，从而

整个量子系统可以表示为
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式（５）中：τ为退火时间．

初始状态犎（０）＝犎ＴＦ
ｋｉｎ（０）＝｜Ψ（０）〉＝犻［（｜↑〉犻＋｜↓〉犻）／槡２］．其中，｜↑〉犻和｜↓〉犻分别为σ

狕
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值为１，－１时的本征态；最终状态犎（τ）＝犎
ＲＦＩＭ
ｃｌ （τ）．

１．１．２　绝热演化　绝热演化
［１２?１７］的定量准则为
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式（６）中：τｃ为特征时间；狋／τ为时间参数；Ψ０ 和Ψ１ 分别为瞬时基态和第一激发态，其对应的能量分别

记为犈０（狋），犈１（狋）；εｍｉｎ为瞬时基态与第一激发态间能量间隔的最小值，即εｍｉｎ＝［犈１（狋）－犈０（狋）］ｍａｘ．

由于势能项犎ＲＦＩＭ
ｃｌ 是给定的固定值．因此，要找到一个改进的量子动能项增加能量间隔εｍｉｎ，并抑制

过度矩阵元素｜〈Ψ１（狋／τ）｜·｜〈Ψ０（狋／τ）｜ｍａｘ．此时，应制备合适的犎
ＴＦ
ｋｉｎ，即
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式（７）中：犐为犖 维单位矩阵；量子系统的初态｜Φ０〉为所有可能状态的等幅叠加态，即
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式（８）中：犖＝２狀 对应于量子系统的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间的维数，狀为量子数．

１．２　横向铁磁交互作用

用犎ＦＩ
ｋｉｎ代替式（８）中的动能项犎
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ｋｉｎ，且

犎ＦＩ
ｋｉｎ＝－∑

犻

σ
狓
犻 －∑

〈犻，犼〉

σ
狓
犻σ
狓
犼． （９）

　　此时，时变哈密顿量为
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　　为简单起见，统一固定式（９）中的系数，且不尝试优化横向场与横向铁磁交互作用的比例系数．作为

初步分析，对小系统通过直接对角化犎（狋）评估式（６）中的特征时间τｃ；ＴＦ，ＦＩ分别对应动能哈密顿量

犎ＴＦ
ｋｉｎ和犎

ＦＩ
ｋｉｎ．当自旋数犖＝９，犎

ＲＦＩＭ
ｃｌ 的耦合常数犑＝２．０时，基态与第一激发态之间的瞬时能量间隙，如

图１所示．图１中：空心圈表示犺犻＝＋１；实心圈表示犺犻＝－１．由图１可知：基于横向铁磁交互作用下的

最小能量间隔εｍｉｎ大于基于横向场作用下的能量间隔，此时，ε
ＦＩ
ｍｉｎ／ε

ＴＦ
ｍｉｎ＝２．８９．

式（６）中矩阵元素的绝对值（｜犃｜）对应的图形，如图２所示．由图２可知：基于横向铁磁交互作用下

的矩阵元素的绝对值大于基于横向场作用下的绝对值，其比值｜犃｜ＦＩ／｜犃｜ＴＦ＝２．０１，｜犃｜是｜〈Ψ１（狋／τ）｜

ｄ犎（狋）／ｄ（狋／τ）｜Ψ０（狋／τ）〉｜的简写．因此，τ
ＦＩ
ｃ／τ

ＴＦ
ｃ ＝２．０１／２．８９

２＝０．２４，说明通过横向铁磁交互作用的量

子波动可以导致更短的特征时间．同理，在犖＝２０，犑＝２．０时，也可以观察到相同的趋势．

当犖＝９，犑＝０．６时，基态与第一、二激发态之间的瞬时能量间隙及矩阵元素的绝对值，如图３，４所

示．由图３，４可知：此时，τ
ＦＩ
ｃ／τ

ＴＦ
ｃ ＝２．２１；由于第一激发态和第二激发态的能级交叉导致ＴＦ面板矩阵元

素的绝对值突然变化，说明在横向铁磁交互作用下，可以导致缓慢的收敛．同理，在犖＝２０，犑＝０．６时，
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也可以观察到相同的趋势．

　　（ａ）横向铁磁交互作用 （ｂ）常规横向场作用

图１　基态与第一激发态之间的瞬时能量间隙

Ｆｉｇ．１　Ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｅｎｅｒｇｙｇａｐｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｇｒｏｕｎｄｓｔａｔｅａｎｄｆｉｒｓｔｅｘｃｉｔｅｄｓｔａｔｅ

　　（ａ）横向铁磁交互作用 （ｂ）常规横向场作用

图２　矩阵元素的绝对值

Ｆｉｇ．２　Ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｍａｔｒｉｘｅｌｅｍｅｎｔｓ

　　（ａ）横向铁磁交互作用 （ｂ）常规横向场作用

图３　基态与第一、二激发态之间的瞬时能量间隙

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｅｎｅｒｇｙｇａｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｇｒｏｕｎｄｓｔａｔｅａｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｅｘｃｉｔｅｄｓｔａｔｅｓ

　　（ａ）横向铁磁交互作用 （ｂ）常规横向场作用

图４　矩阵元素的绝对值

Ｆｉｇ．４　Ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｍａｔｒｉｘｅｌｅｍｅｎｔｓ
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２　贝特近似的平均场退火

为了用平均场类型的方法实现最佳结果，采用贝特近似［１８?１９］代替简单的单体平均场理论．此时，其

含时哈密顿量、势能项和量子动能项分别为
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式（１１）～（１３）中：犼为中心位置犻的相邻位置；犽为位置犼的相邻位置．对于哈密顿量，可分别计算σ
狕
犐，σ
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狓
犼．通过转移集群的中心位置犻而重复相同的过程．当整个系统扫描完

之后，将更新时间变量．

线性退火表犜＝犜０·（１－狋／τ）．其中，犜０ 是一个足够高的初始温度．将上述方法应用到１００×１００

的二维随机场伊辛模型中，通过近似能量与一个完善算法而估计的真正的基态能量之间的差异计算剩

余能量［２０］．基于横向铁磁交互作用的量子退火算法（ＴＦ）、模拟退火算法（Ｔｈｅｒｍａｌ）和常规横向场量子

退火算法（ＦＩ）等３种退火算法在横向场随机Ｉｓｉｎｇ模型下的剩余能量，如图５所示．由图５（ａ）可知：基

于横向铁磁交互作用的量子退火算法远远优于模拟退火算法和常规横向场量子退火算法；模拟退火算

法与常规横向场量子退火的执行效果几乎相似，但前者略优于后者，可能是由于热近似和量子退火影响

的差异造成的．由图５（ｂ）可知：３种退火算法执行效果的差异性明显减少．

　　（ａ）犑＝２．０ （ｂ）犑＝０．６

图５　３种退火算法在横向场随机Ｉｓｉｎｇ模型下的剩余能量

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｉｄｕａｌｅｎｅｒｇｙｏｆ３ｋｉｎｄｓｏｆａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｔｈｅｒａｎｄｏｍｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｆｉｅｌｄＩｓｉｎｇｍｏｄｅｌ

　　综上所述，当耦合常数犑较大时，基于横向铁磁交互作用的量子退火算法更加有效，其中，真正的

基态是完全或接近的铁磁性状态．横向铁磁交互作用的引入不一定改善了无序基态的结果．

３　结束语

对横向铁磁交互作用的随机场伊辛模型的量子退火算法进行研究．结果表明：当犑值较大时，基于

横向铁磁交互作用的量子退火的效率高于其他两种方案．这意味着先前报道的铁磁基态的常规量子退

火效率降低不是量子退火的一个内在特征，利用适当的量子效应可以得到比模拟退火更高的效率．利用

量子波动的选择空间提取量子退火中的最佳性能非常重要，这种灵活性是量子退火的一个突出特性．
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