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犆犪狆狌狋狅型分数阶微积分求解及其误差估计

李瑾

（河南财政税务高等专科学校 信息工程系，河南 郑州４５１４６４）

摘要：　研究Ｃａｐｕｔｏ型分数阶微分函数的正解情况，考察其正解的唯一性问题，进而研究其数值求解的误差

估计，所得结果拓展了 Ｗｙｓｓ的研究成果．
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分数阶微积分在一些混沌领域，如在遗传数理得到了较为广泛的应用［１３］．然而，由于其应用上的非

局部性，使得分数阶微积分数值计算较为复杂，进而导致发展较为缓慢［４］．Ｄｉｅｔｈｅｌｍ
［５］根据前人的研究

成果［６１１］，给出了几种较为常见的分数阶微积分的数值算法，并提出了分数阶微积分的Ｇａｕｓｓ求解原理

及算法．本文基于Ｓｕｇｉｕｒａ等
［１２］的分数阶微积分Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式数值算法模型，考察 Ｗｙｓｓ等

［１３］设

计的Ｃａｐｕｔｏ型分数阶微分函数的正解情况，进而研究其数值求解的误差估计．

１　分数阶积分及其拓展算法

Ｗｙｓｓ和Ｃｈｎｅｉｄｅｒ建构了分数阶积分函数，令φ（狓），ψ（狓）为已知函数，所组成的偏微分方程为

狌（狓，狋）＝φ（狓）＋狋ψ（狓）＋
１
·（犪）∫

狋

０

（狋－狊）
犪－１
Δ狌（狓，狊）ｄ狊，　　犪≥１． （１）

犝（ξ，狋）＝Φ（ξ）＋狋Ψ（ξ）＋
（－ξ

２）
·（犪）∫

狋

０

（狋－狊）
犪－１犝（ξ，狊）ｄ狊． （２）

　　为进一步研究高阶分数阶积分，Ｍｉｙａｋｏｄａ拓展了 Ｗｙｓｓ的研究成果，建构基于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式

逼近的高阶分数阶积分［１３］．为此，令函数犳（ｘ）分数阶积分为

犑犪犪，狋犳（狋）＝
１

Γ（犪）∫
狋

犪

（狋－τ）
犪－１
犳（τ）ｄτ，　　犪＞０． （３）

　　结合文献［３］的研究，对上述方程进行多项式逼近，可得到

犳（狋）≈狆狀（狋）＝
犪０
２
＋∑

狀

犽＝１

犪犽犜犽（２狋－１），　　０≤狋≤１． （４）

式（４）中：犪犽 ＝
δ犽
狀
｛犳（狋０）＋犳（狋狀）ｃｏｓ（犽π）＋２∑

狀－１

犻＝１

犳（狋犻）ｃｏｓ（
犻犽π
狀
）｝，δ犽 ＝１，犽＝０，１，…，狀－１；δ犽 ＝０．５．

令插值节点狋犻＝（１＋ｃｏｓ（
犻π
狀
））／２，于是，可得到Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式为
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犜０（狓）＝１，犜１（狓）＝狓，犜狀＋１（狓）＝２狓犜狀（狓）－犜狀－１（狓）．

　　结合式（４），由方程（１）可得

犑犪０，狋犳（狋）≈犑
犪
０，狋狆狀（狋）＝

１

Γ（犪）∫
狋

０

（狋－τ）
犪－１
狆狀（τ）ｄτ． （５）

　　为了进一步得出该多项式的算法，记狆狀 为式（４）的狀次多项式，于是有

∫
狋

狓

（狆狀（狋）－狆狀（τ））－（狋－τ）
犪－１ｄτ＝ （犔狀（狋）－犔狀（狓））（狋－狓）

犪． （６）

　　 令犔狀（狓）＝∑
狀

犻＝１

犃犻（狋）
（τ－狓）

犻

犪＋犻
，犔′狀（狓）＝

犫０
２
＋∑

狀－１

犻＝１

犫犻犜犻（２狓－１），０≤狋≤１，由式（６），有

（２狓－１）犔′狀（狓）＝
犫１
２
＋
１

２∑
狀－１

犻＝１

（犫犻＋１＋犫犻－１）犜犻（２狓－１）． （７）

　　于是，可得到

犔′狀（狓）（狋－狓）＝
（２狋－１）犫０－犫１

４
＋
１

４∑
狀－１

犻＝１

（２（２狋－１）犫犻－犫犻＋１－犫犻－１）犜犻（２狓－１）， （８）

∑
狀

犻＝１

犪犻（犜犻（２狋－１）－犜犻（２狓－１））＝
（２狋－１）犫０－犫１

４
＋
１

４∑
狀－１

犻＝１

（２（２狋－１）犫犻－

犫犻＋１－犫犻－１）犜犻（２狓－１）＋犪∑
狀

犻＝１

犫犻－１－犫犻＋１
４犻

（犜犻（２狋－１）－犜犻（２狓－１））． （９）

　　由方程（９）中犜犻（２狓－１）（犻＝１，２，…，狀）的系数，可以得到

４犪犻＝ （１－
犪
犻
）犫犻＋１－２（２狋－１）犫犻＋（１＋

犪
犻
）犫犻－１，　　犻＝１，２，…，狀，　犫狀＋１ ＝犫狀 ＝０． （１０）

所以，分数阶积分（１）的数值算法为

犑犪０，狋犳（狋）≈
狋犪

Γ（犪）
｛１
犪
（犪０
２
＋∑

狀

犽＝１

犪犽犜犽（２狋－１））－∑
狀

犽＝１

犫犻－１－犫犻＋１
４犽

（犜犽（２狋－１）－犜犽（－１））｝． （１１）

式（１１）中：α＞犪，狋∈［０，１］，犪犽，犫犽 由方程（４）及方程（１０）给出．

２　犆犪狆狌狋狅型分数阶微分的数值算法

首先，给出Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数的定义．令函数犳（狋）的Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数为

犆犇
犪
犪，狋犳（狋）≈

１

Γ（犿－犪）∫
狋

犪

（狋－τ）
犿－犪－１
犳
犿（τ）ｄτ，　　狋＞犪，　犿－１＜犪＜犿∈犣＋． （１２）

式（１２）中：Γ（·）是Ｇａｍｍａ函数．接下来，对该导数进行Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项处理，可得

犆犇
犪
０，狋犳（狋）≈ 犆犇

犪
０，狋狆狀（狋）＝

１

Γ（２－犪）∫
狋

０

（狋－τ）
１－犪
狆
（２）
狀 （τ）ｄτ，　　１＜犪＜２． （１３）

　　令狆
（２）
狀 为上式的狀－２次多项式，则存有犔狀－２多项式满足

犆犇
犪
０，狋犳（狋）≈ 犆犇

犪
０，狋狆狀（狋）＝

狋２－犪

Γ（２－犪）
·（狆

（２）
狀 （狋）

２－犪
－犔狀－２（狋）＋犔狀－２（０））． （１４）

　　假设，犔′狀－２（狓）＝犫０／２＋∑
狀－３

犻＝１

犫犻犜犻（２狓－１），０≤狓≤１，在［狓，狋］区间内，对上式积分，得到

犔狀－２（狋）－犔狀－２（狓）＝∑
狀－２

犻＝１

犫犻－１－犫犻＋１
４犻

·（犜犻（２狋－１）－犜犻（２狓－１））， （１５）

　　进而得到

犔′狀－２（狓）（狋－狓）＝－犔′狀－２（狓）
（２狋－１）－（２狓－１）

２
＝

（２狋－１）犫０－犫１
４

＋
１

４∑
狀－３

犻＝１

（２（２狋－１）犫犻－犫犻＋１－犫犻－１）犜犻（２狓－１）． （１６）

再令狆′狀（狓）＝
犮０
２
＋∑

狀－１

犽＝１

犮犽犜犽（２狓－１），狆″狀（狓）＝
犮０
２
＋∑

狀－１

犽＝１

犮犽犜犽（２狓－１），狆″狀（狓）＝
犱０
２
＋∑

狀－１

犽＝１

犱犽犜犽（２狓－１）．
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根据文献［３］的研究，犪犽，犮犽，犱犽 满足

犮犽 ＝犮犽＋１＋４犽犪犽，　　　犽＝狀，狀－１，…，１，　犮狀＋１ ＝犮狀 ＝０，

犱犽－１ ＝犱犽＋１＋４犽犮犽，　　犽＝狀－１，狀－２，…，１，　犱狀 ＝犱狀－１ ＝０
｝． （１７）

　　为了进一步明确犫犻，将方程（１６）～（１８）整合，可得到

∑
狀－２

犽＝１

犱犽（犜犽（２狋－１）－犜犽（２狓－１））＝
（２狋－１）犫０－犫１

４
＋

１

４∑
狀－３

犻＝１

（２（２狋－１）犫犻－犫犻＋１－犫犻－１）犜犻（２狓－１）＋

（２－犪）∑
狀－２

犽＝１

犫犽－１－犫犽＋１
４犽

（犜犓（２狋－１）－犜犓（２狓－１））．

　　可以发现

４犱犽 ＝－２（２狋－１）犱犽＋（１－
２－犪
犽
）犫犽＋１＋（１＋

２－犪
犽
）犫犽－１． （１８）

式（１８）中：犽＝１，２，…，狀－２；犫狀－１＝犫狀－２＝０．于是，可得到Ｃａｐｕｔｏ型的分数阶导数的数值算法为

犆犇
犪
０，狋犳（狋）≈

狋２－犪

Γ（２－犪）
｛１
２－犪

（犱０
２
＋∑

狀－２

犽＝１

犱犽犜犽（２狋－１））－

∑
狀－２

犽＝１

犫犽－１－犫犽＋１
４犽

．（犜犽（２狋－１）－犜犽（－１））． （１９）

式（１９）中：α∈（１，２），狋∈［０，１］，而犱犽，犫犽 分别由方程（１７），（１８）确定．

３　犆犪狆狌狋狅型分数阶微分方程解的唯一性问题

上面给出了Ｃａｐｕｔｏ型分数阶微分犆犇
犪
犪，狋犳（狋）的定义，并给出了其数值算法．接下来，利用混合单调算

子不动点定理，考察Ｃａｐｕｔｏ型分数阶微分方程解的唯一性问题．

当狋∈（０，＋∞），（０，∞）→犚时，犳（狓）的犪阶（犪∈犚
＋）分数阶积分为

犇－犪０，狋犳（狋）＝
１

Γ（犪）∫
狋

０

（狋－τ）
犪－１
犳（τ）ｄτ．

所以，其Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数则为

犆犇犪０＋犳（狋）＝犇
－（狀－犪）
０，狋

ｄ犳
狀（狋）

ｄ狋狀
１

Γ（狀－犪）∫
狋

０

（狋－τ）
狀－犪－１
犳
狀（τ）ｄτ．

　　假设犌（狋，狊）＞０（狋，狊∈（０，１）为Ｇｒｅｅｎ函数，于是，在犵∈［０，１］，２≤犪≤３，Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数微分

方程为

犆犇犪０＋狌（狋）＋犵（狋）＝０，　　狌（０）＝狌′（１）＝狌″（０）＝０，　　０＜狋＜１， （２０）

存在唯一解狌（狋）＝∫
狋

０
犌（狋，狊）犵（狊）ｄ狊，狋∈［０，１］，有

犌（狋，狊）＝

（犪－１）狋（１－狊）
犪－２
－（狋－狊）

犪－１

Γ（犪）
，　　０≤狊≤狋≤１，

狋（１－狊）
犪－２

Γ（犪－１）
，　　　　　　　　　　０≤狊≤狋≤１

烅

烄

烆
．

上式中：犌（狋，狊）满足
犪－１

Γ（犪）
（１－狊）犪－２狊狋≤犌（狋，狊）≤

１

Γ（犪－１）
（１－狊）犪－２狋，狋，狊∈（０，１）．此时的积分空间犆

为Ｂａｎａｃｈ空间，即狓，狔∈犆［０，１］，狓≤狔≤狋∈［０，１］，狓（狋）≤狔（狋）集合空间成立．

设犘＝｛狓∈犆［０，１］｜狓（狋）≥０，狋∈［０，１］｝，所以犘为Ｂａｎａｃｈ空间犆的正规锥，于是提出如下假设．

假设１　犳（狋，狌，狏）∶［０，１］×［０，∞）×［０，∞）→［０，∞）连续，且犳（狋，０，１）≠０．

假设２　当狋∈［０，１］，狏∈［０，∞）时，在狌∈［０，＋∞）区间，犳（狋，狌，狏）单调递增；当狋∈［０，１］，狌∈［０，

＋∞）时，在狏∈［０，＋∞）区间，犳（狋，狌，狏）单调递减；γ∈（０，１），存在φ（γ）∈（γ，１），使犳（狋，γ狌，γ
－１）≥

φ（γ）犳（狋，狌，狏），狌，狏∈［０，∞）．于是，提出以下３点结论．
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１）存在狉∈（０，１）及狌０，狏０∈犘狑，使不等式狉狏０≤狌０＜狏０ 成立，并满足

狌０（狋）≤∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌０（狊），狏０（狊））ｄ狊，　　狏０（狋）≥∫

１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狏０（狊），狌０（狊））ｄ狊．

上式中：狑（狋）＝狋，狋∈［０，１］．

２）在犘＝｛狓∈犆［０，１］｜犳（狓）≥０，狓∈［０，１］｝，Ｃａｐｕｔｏ分数阶微分方程具有唯一解狌．

３）狓０，狔０∈犘，构造迭代序列

狓狀（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓狀－１（狊），狔狀－１（狊）ｄ狊，　　狔狀（狋）＝∫

１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狔狀－１（狊），狓狀－１（狊）．

上式中：狀＝１，２，…．

当狀→∞时，狓狀（狋）→狌
（狋），狔狀（狋）→狌

（狋）成立．

４　误差分析

根据文献［１５］的研究，令积分空间为犆狉∶狕＝
狑＋狑－１＋２

４
，狑＝狉ｅｘｐ（ｉθ），１＜狉＜∞，０≤θ≤２π，假设

犳（狓）解析于犆狉，且狓∈［０，１］，则有

犈狀（狋）＝犳（狋）－狆狀（狋）＝
犜狀＋１（２狋－１）－犜狀－１（２狋－１）

２π犻
×

∫犆狉

犳（狕）ｄ狕
（狕－狋）（犜狀＋１（２狋－１）－犜狀－１（２狋－１））

． （２１）

　　由于前述的Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式狆狀（狓）具有解的有界性和一致性，所以有

狘犑
犪
０，狋犳（狋）－犑

犪
０，狋狆狀（狋）狘≤

２犕狀

Γ（犪＋１）
，

犕狀 ＝ ｍａｘ
０≤狋≤１

｛１
２π犻
·∫犆狉

犳（狕）ｄ狕
（狕－狋）（犜狀＋１（２狋－１）－犜狀－１（２狋－１））

｝，　　犪＞０．

　　于是，在积分空间犆狉上，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式分数阶积分犳（狓）的数值算法具有误差估计为

狘犑
犪
０，狋犳（狋）－犑

犪
０，狋狆狀（狋）狘≤

２犕狉

Γ（犪＋１）（狉－１）
２（狉狀－狉－

狀）＝
狅（狉－狀）． （２２）

式（２２）中：犕＝ｍａｘ
狕∈犆狉

｜犳（狕）｜，狉＞１． 因为狕＝（狑＋狑
－１＋２）／４及犜狀（狓）＝（（狓－ 狓２槡 －１）狀＋（狓＋

狓２槡 －１）狀／２，于是有

狘犑
犪
０，狋犳（狋）－犑

犪
０，狋狆狀（狋）狘≤

２犕狀

Γ（犪＋１）
２

Γ（犪＋１）
×

ｍａｘ
０≤狋≤１

｛狘
１

２π犻∫狘狑狘＝狉
犳（狕）
（狕－狋）

· ２
（狑狀－狑－

狀）（狑－狑－
１）
·１－狑

－２

４
ｄ狑狘｝≤

２

Γ（犪＋１）
×
１

４π
×∫狘狑狘＝狉

４狉犕
（狉－１）

２×
１

（狉狀－狉－
狀）２
ｄ狑＝

４狉犕

Γ（犪＋１）（狉－１）
２（狉狀－狉－

狀）＝
狅（狋－狀）．

所以，在积分空间犆狉上，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式分数阶积分犳（狓）的数值算法具有的误差估计满足

犃狀＋１（狋）＝犜狀＋１（２狋－１）－犜狀－１（２狋－１），　　犅狀（狋）＝
１

２π犻
·∫犆狉

犳（狕）ｄ狕
（狕－狋）犃狀＋１（狕）

．

于是，犈狀（狋）＝犳（狋）－狆狀（狋）＝犃狀＋１（狋）犅狀（狋），又由于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式犳（狓）的一致有界性，所以有

狘犆犑
犪
０，狋犳（狋）－犆犇

犪
０，狋狆狀（狋）狘≤

２犕狉

Γ（犪＋１）（狉－１）
２（狉狀－狉－

狀）＝
狅（狉－狀）≤

１

Γ（３－犪）
（８狀２犕０，狀＋１６狀（犕０，狀＋犕１，狀）＋２（８犕０，狀＋犕２，狀））．

上式中：犕０，狀＝ｍａｘ
０≤狋≤１
｜犅狀（狋）｜；犕１，狀＝ｍａｘ

０≤狋≤１
｜犅′狀（狋）｜；犕２，狀＝ｍａｘ

０≤狋≤１
｜犅″狀（狋）｜；１＜犪＜２．

注　上述结论中狅的含义为狀→＋∞时，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式犳（狓）数值算法误差的收敛速率．
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