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某些近于凸调和函数的解析性质和系数估计

黄
"

，黄心中

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究单位圆盘犇上某些具有稳定近于凸的调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）解析部分犺（狕）满足 Ｒｅ｛１＋

狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，－

１

２
＜犮≤０时的解析表示和系数估计表达式．对其复伸张狑（狕）为一次多项式时，给出了犳（狕）

的稳定近于凸的判别条件，并且推广了Ｂｓｈｏｕｔｙ和Ｎａｇｐａｌ等的结果．特别地，当Ｒｅ｛１＋狕
犺″
犺′
｝＞犮，－

１

２
＜犮≤

０，狑（狕）＝狕２ 时，估计了犳＝犺＋珚犵在单位圆盘上的稳定近于凸半径．

关键词：　调和函数；稳定近于凸；系数估计；单叶半径
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１　预备知识

对定义在平面区域Ω犆上的二阶连续可导复值函数犳（狕）＝狌（狕）＋ｉ狏（狕），狕＝狓＋ｉ狔∈Ω，若Δ犳＝

４犳狕珔狕＝０，则称犳为调和的．这里犳狕＝
１

２
（犳
狓
－ｉ
犳
狔
），犳珔狕＝

１

２
（犳
狓
－ｉ
犳
狔
）．令犎＝｛犳｜犳为犇＝｛狕∶｜狕｜＜

１｝上的调和函数，满足犳（０）＝犳狕（０）－１＝０｝．对于犳（狕）∈犎，都有犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋

∑
∞

狀＝１

犫狀狕
狀 ．其中，犺（狕），犵（狕）在犇内是解析的．记犳（狕）的Ｊａｃｏｂｉａｎ为犑犳＝｜犳狕｜

２－｜犳珔狕｜
２，狕∈犇．犳（狕）是保

向且局部单叶的，当且仅当犑犳（狕）＞０，即｜犳珔狕｜＜｜犳狕｜，狕∈犇，则有｜狑（狕）｜＝｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜＜１，这里狑（狕）＝

犵′（狕）

犺′（狕）
称为犳（狕）的复伸张．令犛犎＝｛犳｜犳是犎 中单叶保向的函数｝．犛

０
犎＝｛犳∈犛犎∶犳珔狕（０）＝０｝，则犛

０
犎

犛犎．令犆犎＝｛犳｜犳是犛犎 中的近于凸函数｝，那么犆犎犛犎，关于调和近于凸函数的性质，参见文献［１］．记

犆０犎＝｛犳∈犆犎∶犳珔狕（０）＝０｝．

Ｍｏｃａｎｕ
［２］定义了一个函数类：犕＝｛犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）∶犵′（狕）＝狕犺′（狕），对所有狕∈犇满足不等式

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞－

１

２
｝．同时，提出如下猜想：犕 中的函数是单叶的．Ｂｓｈｏｕｔｙ等

［１］利用解析函数近于

凸的两个引理证明了以上猜想，并在文章中给出更强的结果：对于 犕 中的调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋

犵（狕），不仅是单叶的，而且是近于凸的．

Ｎａｇｐａｌ等
［３］引入具有正实部的函数，并用对比系数对犕 中的调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋

∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝２

犫狀狕
狀 做出精确的系数估计：｜犪狀｜≤

狀＋１
２
，｜犫狀｜≤

狀－１
２
，等号在犉（狕）＝狕＋∑

∞

狀＝２

狀＋１
２
狕狀＋

∑
∞

狀＝２

狀－１
２
狕狀 时达到．
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　　Ｂｓｈｏｕｔｙ等
［４］对近于凸单叶调和函数的范围进行推广，利用圆盘的辐角改变量得到更为一般化的

定理，并对满足条件的函数类的伸张偏差范围做出估计．他们证明了以下两个定理．

定理犃　若犺是单位开圆盘犇 上的解析凸函数，则调和函数犳＝犺＋珚犵是近于凸的，其中，犵′（狕）＝

狑（狕）犺′（狕），｜狑（狕）｜＜１．

定理犅　令犳＝犺＋珚犵是犇 上的调和函数，犺′（０）≠０，Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮．其中，－

１

２
＜犮≤０，狕∈犇．

若在犇上｜狑（狕）｜＜ｃｏｓ（π｜犮｜），则犳是近于凸函数．

Ｂｓｈｏｕｔｙ等
［５］提出了如下问题：令犳＝犺＋珚犵是犇 上的调和函数，犺′（０）≠０，如果犵′（狕）＝狕

２犺′（狕），满

足Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞－

１

２
，调和函数犳的单叶性如何．

对于具有稳定近于凸调和函数的研究，今年来有不少进展［６?８］．本文利用解析函数近于凸的两个引

理，将调和函数的单叶性证明推广到更为一般的函数形式，并对这类函数的系数做出估计，得到一些精

确的结果．

２　主要结果及证明

令犙（犇）＝｛犺（狕），犺（狕）为犇上的解析函数，且满足犺（０）＝０，犺′（０）＝１，Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，－

１

２
＜

犮≤０｝．证明犺（狕）具有以下的表示定理．

定理１　犺（狕）∈犙（犇）的充分必要条件是存在正实部函数狆（狕）＝１＋犮１狕＋犮２狕
２＋…，使得

犺（狕）＝∫
狕

０
ｅｘｐ（∫

狑

０

（狆（ζ）－１）犽

ζ
ｄζ）ｄ狑．

其中：１≤犽＜３／２．

证明　设函数犺（狕），满足犺（０）＝０，犺′（０）＝１，且

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，　　－

１

２
＜犮≤０．

　　令狆（狕）＝１＋
１

１－犮
狕犺″（狕）

犺′（狕）
，则狆（狕）是正实部函数，且狆（０）＝１，有

（狆（狕）－１）（１－犮）

狕
＝
犺″（狕）

犺′（狕）
．

　　两边同时积分得

犺′（狕）＝ｅｘｐ（∫
狕

０

［狆（ζ）－１］（１－犮）

ζ
ｄζ）．

　　令犽＝１－犮，１≤犽＜３／２，两边同时积分得

犺（狕）＝∫
狕

０
犺′（狑）ｄ狑＝∫

狕

０
ｅｘｐ（∫

狑

０

犽［狆（ζ）－１］

ζ
ｄζ）ｄ狑．

　　反之，设存在正实部函数狆（狕），使得犺（狕）写成如下形式，即

犺（狕）＝∫
狕

０
ｅｘｐ（∫

狑

０

［狆（ζ）－１］犽

ζ
ｄζ）ｄ狑．

其中：１≤犽＜３／２．则有

犺′（狕）＝ｅｘｐ（∫
狕

０

［狆（ζ）－１］犽

ζ
ｄζ），　　犺″（狕）＝犽

狆（狕）－１
狕

ｅｘｐ（∫
狕

０

［狆（ζ）－１］犽

ζ
ｄζ）．

故

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＝Ｒｅ｛１＋犽［狆（狕）－１］｝＝ （１－犽）＋犽Ｒｅ｛狆（狕）｝＞１－犽．

即Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞１－犽，且１－犽∈（－

１

２
，０］．

Ｂｓｈｏｕｔｙ等
［１］已经证得：条件为狑（狕）＝狕，Ｒｅ｛１＋狕

犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞－

１

２
时，犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）的单叶性．
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当狑（狕）＝α，α是常数，且｜α｜＜１时，结论是正确的．文中的定理２将对此进行推广，证明当狑（狕）＝α＋

β狕，α和β是常数，｜α｜＋｜β｜＜１，且Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，－

１

２
＜犮≤０时，单叶性也同样成立．

为此，引入下面引理１，２．

引理１
［９］
　解析函数犺定义在犇 上，犺是近于凸的充分必要条件为犺′（狕）≠０，且满足

∫
θ２

θ１

Ｒｅ｛１＋狉ｅｘｐ（ｉθ）
犺″（狕）（狉ｅｘｐ（ｉθ））

犺′（狕）（狉ｅｘｐ（ｉθ））
｝ｄθ＞－π．

其中：θ１＜θ２＜θ１＋２π；０＜狉＜１．

引理２
［１０］
　若调和函数犳＝犺＋珚犵满足｜犵′（０）｜＜｜犺′（０）｜，对于所有｜λ｜＝１，解析函数犺＋λ犵都是近

于凸的，则犳也是近于凸的．

定理２　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆盘犇上的调和函数，满足犺′（０）≠０，有

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮．

其中：－１／２＜犮≤０；狕∈犇．若狑（狕）＝α＋β狕，｜α｜＋｜β｜＜１，则犳（狕）是单叶近于凸函数．

证明　考虑解析函数犉（狕）＝犺（狕）－λ犵（狕），其中，｜λ｜＝１，则

犉′（狕）＝ ［１－λ（α＋β狕）］犺′（狕），　　犉″（狕）＝ ［１－λ（α＋β狕）］犺″（狕）＋（－λβ）犺′（狕）．

　　显然，在单位圆盘犇上犉′（狕）≠０，则

Ｒｅ｛１＋狕
犉″（狕）

犉′（狕）
｝＝Ｒｅ｛１＋狕

犺″（狕）

犺′（狕）
｝＋Ｒｅ｛

λβ狕

λ（α＋β狕）－１
｝．

其中

Ｒｅ｛ λβ狕

λ（α＋β狕）－１
｝＝
１

２
｛ λβ狕

λ（α＋β狕）－１
＋

λβ狕

λ（α＋β狕）－１
｝＝

１

２
１－
狘１－λα狘

２
－狘λβ狕狘

２

狘（１－λα）－λβ狕狘（ ）２ ＝
１

２
－
１

２

１－ β狕
珔λ－α

２

１－ β狕
珔λ－α

２

．

　　令狕＝狉ｅｘｐ（ｉθ）ζ＝
珋
β
λ－珔α

狉，且满足０≤｜ζ｜＝
｜珋β｜
｜λ－珔α｜

｜狉｜≤
｜珋β｜

｜λ｜－｜珔α｜
｜狉｜＝

｜β｜
１－｜α｜

｜狉｜＜｜狉｜＜１．故

Ｒｅ｛ λβ狕

λ（α＋β狕）－１
｝＝
１

２
－
１

２

１－ β狉ｅｘｐ（ｉθ）
珔λ－α

２

１－β
狉ｅｘｐ（ｉθ）
珔λ－α

２ ＝

１

２
－
１

２

１－狘ζ狘
２

ｅｘｐ（ｉθ）－ β狉
珔λ－α

２

狘ｅｘｐ（ｉθ）狘

＝

１

２
－
１

２

１－狘ζ狘
２

狘ｅｘｐ（ｉθ）－ζ狘
２．

其中：记犘ζ（θ）＝
１－｜ζ｜

２

｜ｅｘｐ（ｉθ）－ζ｜
２
为Ｐｏｉｓｓｏｎ核．则有

∫
θ２

θ１

Ｒｅ｛１＋狕
犉″（狕）

犉′（狕）
｝ｄθ＝∫

θ２

θ１

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝ｄθ＋∫

θ２

θ１

１

２
－
１

２

１－狘ζ狘
２

狘ｅ
ｉθ
－ζ狘

（ ）２ ｄθ＞
犮（θ２－θ１）＋

１

２
（θ２－θ１）－

１

２∫
２π

０
犘ζ（θ）ｄθ＞

－
１

２
（θ２－θ１）＋

１

２
（θ２－θ１）－π＝－π．

　　因此，犉（狕）＝犺（狕）－λ犵（狕）是近于凸的．由于犵′（０）＝α犺′（０），根据引理２，犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是稳

定近于凸调和函数．

对于这一类函数，可以通过下面的定理对其系数进行估计．

定理３　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是定义在单位圆盘犇 上的调和函数，犳，犵可以表示为犺（狕）＝狕＋
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犪２狕
２＋犪３狕

３＋…，犵（狕）＝犫１狕＋犫２狕
２＋犫３狕

３＋…，狑（狕）＝α＋β狕，满足

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，　　－

１

２
≤犮≤０．

其中：狕∈犇，则有系数估计

犪１ ＝１，

狘犪狀狘≤∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

），　　狀≥２
烅

烄

烆
．

也可表示为

犪１ ＝１，

狘犪２狘≤１－犮，

狘犪狀狘≤
２（１－犮）
（狀－１）狀

［∏
狀－２

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］，　　狀≥３

烅

烄

烆
．

　　犫狀 的系数估计为

狘犫狀狘≤ （狘α狘＋
狀－１
狀－２犮

狘β狘）［∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

）］，　　狀≥２．

　　证明　定义单位圆盘犇上的一个函数狆（狕）＝１＋
１

１－犮
狕犺″（狕）

犺′（狕）
．

由于犺（狕）在单位圆盘上局部单叶，函数狆（狕）＝１＋犮１狕＋犮２狕
２＋…是犇 上具有正实部的解析函数．

因此，｜犮狀｜≤２对于狀＝１，２，…都成立．根据［狆（狕）－１］（１－犮）犺′（狕）＝狕犺″（狕），对比狕
狀 的系数得到 （狀＋

１）狀犪狀＋１ ＝ （１－犮）∑
狀

犽＝１

犽犪犽犮狀＋１－犽，狀＝１，２，… ．则有

（狀＋１）狘犪狀＋１狘＝
１－犮
狀
狘∑

狀

犽＝１

犽犪犽犮狀＋１－犽狘≤
２（１－犮）

狀 ∑
狀

犽＝１

犽狘犪犽狘．

其中：犪１＝１；｜犪２｜≤１－犮；｜犪３｜≤
１－犮
３
（３－２犮）．

假设当犽＝狀时，有狀狘犪狀狘≤
２（１－犮）

狀－１ ∏
狀－２

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）成立．当犽＝狀＋１时，有

（狀＋１）狘犪狀＋１狘≤
２（１－犮）

狀 ∑
狀

犽＝１

犽狘犪犽狘≤

２（１－犮）

狀
｛１＋２（１－犮）＋∑

狀

犽＝３

２（１－犮）

犽－１
［∏
犽－２

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］｝＝

２（１－犮）

狀
［１＋２（１－犮）］｛１＋

２（１－犮）

２
＋∑

狀

犽＝４

２（１－犮）

犽－１
［∏
犽－２

犻＝２

（１＋
２（１－犮）

犻
）］｝＝ … ＝

２（１－犮）

狀
［∏
狀－３

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］｛１＋

２（１－犮）

狀－２
＋∑

狀

犽＝狀

２（１－犮）

犽－１
［∏
犽－２

犻＝狀－２

（１＋
２（１－犮）

犻
）］｝＝

２（１－犮）

狀
［∏
狀－３

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］［１＋

２（１－犮）

狀－２
＋
２（１－犮）

狀－１
（１＋

２（１－犮）

狀－２
）］＝

２（１－犮）

狀
［∏
狀－２

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］（１＋

２（１－犮）

狀－１
）＝
２（１－犮）

狀
［∏
狀－１

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］．

即当犽＝狀＋１时，有狘犪狀＋１狘＝
２（１－犮）

狀（狀＋１）
［∏
狀－１

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］成立．

故可证得狘犪狀狘≤
２（１－犮）
（狀－１）狀

［∏
狀－２

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］，狀≥３．

下面证明上述系数估计有另外的表达形式．当狀≥３时，有

狘犪狀狘≤
２（１－犮）
（狀－１）狀

［∏
狀－２

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻
）］＝

１８４第４期　　　　　　　　　　　黄#

，等：某些近于凸调和函数的解析性质和系数估计



２（１－犮）
（狀－１）狀

［１＋２（１－犮）］·［∏
狀－３

犻＝１

（１＋
２（１－犮）

犻＋１
）］＝

２（１－犮）（３－２犮）
（狀－１）狀

［∏
狀－３

犻＝１

（犻＋３－２犮
犻＋１

）］＝

（２－２犮）（３－２犮）
（狀－１）狀

［∏
狀－３

犻＝１

（犻＋３
犻＋１

）（１－
２犮
犻＋３

）］＝

（２－２犮）（３－２犮）
（狀－１）狀

·
（狀－１）狀
６

［∏
狀－３

犻＝１

（１－
２犮
犻＋３

）］＝

（２－２犮
２

）（３－２犮
３

）［∏
狀－１

犻＝３

（１－
２犮
犻＋１

）］＝∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

）．

　　当狀＝２时，｜犪２｜≤１－犮也满足上式，即可得到系数估计的另一种形式

犪１ ＝１，

狘犪狀狘≤∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

），　　狀≥２
烅

烄

烆
．

　　接下来考虑｜犫狀｜的范围，根据犵′（狕）＝（α＋β狕）犺′（狕），对比狕
狀 的系数关系，有（狀＋１）犫狀＋１＝α（狀＋１）

犪狀＋１＋β狀犪狀．则有

狘犫狀＋１狘＝狘α犪狀＋１＋
狀

狀＋１β
犪狀狘≤狘α狘狘犪狀＋１狘＋

狀
狀＋１

狘β狘狘犪狀狘≤

狘α狘［∏
狀

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

）］＋
狀

狀＋１
狘β狘［∏

狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

）］＝

［∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

）］狘α狘＋

狀
狀＋１

１－
２犮
狀＋１

狘β

烄

烆

烌

烎

狘 ＝

（狘α狘＋
狀

狀＋１－２犮
狘β狘）［∏

狀

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

）］．

即当狀≥２时，｜犫狀｜≤（｜α｜＋
狀－１
狀－２犮

｜β｜）［∏
狀－１

犻＝１

（１－
２犮
犻＋１

）］．

定理３证毕．

当｜α｜＝０，｜β｜＝１，且犮＝－
１

２
时，文献［３］中的系数估计是定理３的一种特殊结论，故在该条件下，

以上估计是精确的．

Ｂｓｈｏｕｔｙ等
［５］提出一系列的问题和猜想．其中，问题３．１４提出当满足条件Ｒｅ｛１＋狕

犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞－

１

２
，

狑（狕）＝狕２ 的情况下，犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）的最大叶数为多少．定理４估计了当狑（狕）＝狕
２ 时，犳的稳定近

于凸半径，部分回答了这一问题．

定理４　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是定义在单位圆盘犇上的调和函数，犺′（０）≠０，满足

Ｒｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，　－

１

２
＜犮≤０，　狕∈犇．

　　当狑（狕）＝狕
２ 时，调和函数犳（狕）的稳定近于凸半径狉≥ （１＋２犮）／（５＋２犮槡 ）．

证明　考虑解析函数犉（狕）＝犺（狕）－λ犵（狕），其中，｜λ｜＝１，那么

犉′（狕）＝ （１－λ狕
２）犺′（狕），　　犉″（狕）＝ （１－λ狕

２）犺″（狕）＋（－２λ狕）犺′（狕）．

　　显然，在犇上犉′（狕）≠０，故

Ｒｅ｛１＋狕
犉″（狕）

犉′（狕）
｝＝Ｒｅ｛１＋狕

犺″（狕）

犺′（狕）
｝＋２Ｒｅ｛

λ狕
２

λ狕
２
－１
｝．

其中：２Ｒｅ｛
λ狕

２

λ狕
２－１

｝＝
λ狕

２

λ狕
２－１

＋
λ狕

２

λ狕
２－１

＝１－
１－｜λ狕

２
｜
２

（１－λ狕
２）（１－λ狕

２）
．
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令狕＝狉ｅｘｐ（ｉθ），可得

２Ｒｅ｛λ
狕２

λ狕
２
－１
｝＝１－

１－狉
４

１＋狉
４
－２Ｒｅ｛λ狕

２｝≥
１－

１－狉
４

１＋狉
４
－２狘λ狕

２
狘
＝１－

１－狉
４

１＋狉
４
－２狉

２ ＝－
２狉２

１－狉
２．

　　当｜狕｜＜ （１＋２犮）／（５＋２犮槡 ）时，有

∫
θ２

θ１

Ｒｅ｛１＋狕
犉″（狕）

犉′（狕）
｝ｄθ＞∫

θ２

θ１

犮－
２狉２

１－狉（ ）２ ｄθ＝ 犮－
２狉２

１－狉（ ）２ （θ２－θ１）≥

犮－

２
１＋２犮
５＋２犮

１－
１＋２犮
５＋２

烄

烆

烌

烎犮

（θ２－θ１）＝－
１

２
（θ２－θ１）≥－π．

其中：θ１＜θ２＜θ１＋２π．

从而，犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）至少在｜狕｜＜ （１＋２犮）／（５＋２犮槡 ）内为稳定近于凸的．

参考文献：

［１］　ＢＳＨＯＵＴＹＤ，ＬＹＺＺＡＩＫＡ．Ｃｌｏｓｅ?ｔｏ?ｃｏｎｖｅｘｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒｐｌａｎａｒｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｐｉｎｇｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｌｅｘＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄ

ＯｐｅｒａｔｏｒＴｈｅｏｒｙ，２０１１，５（３）：７６７?７７４．

［２］　ＭＯＣＡＮＵＰＴ．Ｉｎｊｅｃｔｉｖｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｐｌａｎｅ［Ｊ］．ＣｏｍｐｌｅｘＡｎａｌＯｐｅｒＴｈｅｏｒｙ，２０１１，５（３）：７５９?７６６．

［３］　ＮＡＧＰＡＬＳ，ＲＡＶＩＣＨＡＮＤＲＡＮＶ．Ｏｎａｓｕｂｃｌａｓｓｏｆｃｌｏｓｅ?ｔｏ?ｃｏｎｖｅｘｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｐｉｎｇｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｌｅｘＶａｒｉａｂｌｅｓ

ａｎｄＥｌｌｉｐｔｉｃＥｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１４，５９（２）：２０４?２１６．

［４］　ＢＳＨＯＵＴＹＤ，ＪＯＳＨＩＳＳ，ＪＯＳＨＩＳＢ．Ｏｎｃｌｏｓｅ?ｔｏ?ｃｏｎｖｅｘｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｐｉｎｇｓ［ＥＢ／ＯＬ］．［２０１２?１?１１］．ｈｔｔｐ：／／ｄｘ．

ｄｏｉ．ｏｒｇ／１０．１０８０／１７４７６９３３．２０１１．６４７００２．

［５］　ＢＳＨＯＵＴＹＤ，ＬＹＺＺＡＩＫＡ．Ｐｒｏｂｌｅｍｓａｎｄｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｓｉｎｐｌａｎａｒｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｐｉｎｇｓ［Ｊ］．ＪＡｎａｌｙｓｉｓ，２０１０，１８：６９?８１．

［６］　ＨＥＲＮ?ＮＤＥＺＲ，ＭＡＲＴ?Ｎ Ｍ Ｔ．Ｓｔａｂｌｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｎｄｈａｒｍｏｎｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＭａｔｈＰｒｏｃ

ＣａｍｂＰｈｉｌＳｏｃ，２０１３，１５５（２）：３４３?３５９．

［７］　石擎天，黄心中．调和映照与其剪切函数的单叶性［Ｊ］．华侨大学学报：自然科学版，２０１３，３４（３）：３３４?３３８．

［８］　王其文，黄心中．在微分算子作用下调和函数的单叶半径估计［Ｊ］．华侨大学学报：自然科学版，２０１４，３５（２）：２２７?

２３１．

［９］　ＫＡＰＬＡＮＷ．Ｃｌｏｓｅ?ｔｏ?ｃｏｎｖｅｘｓｃｈｌｉｃｈｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＭｉｃｈＭａｔｈＪ，１９５２，１（２）：１６９?１８５．

［１０］　ＣＬＵＮＩＥＪ，ＳＨＥＩＬ?ＳＭＡＬＬＴ．Ｈａｒｍｏｎｉｃｕｎｉｖａｌｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｎｎＡｃａｄＳｃｉＦｅｎｎＳｅｒＡＩＭａｔｈ，１９８４，９：３?２５．

犗狀狋犺犲犃狀犪犾狔狋犻犮犘狉狅狆犲狉狋犻犲狊犪狀犱犆狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋犈狊狋犻犿犪狋犲

犳狅狉犆犾狅狊犲?狋狅?犆狅狀狏犲狓犎犪狉犿狅狀犻犮犕犪狆狆犻狀犵狊

ＨＵＡＮＧＹｕｎ，ＨＵＡＮＧＸｉｎ?ｚｈｏｎｇ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕａｎｚｈｏｕ３６２０２１，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：　Ｒｅｓｅａｒｃｈａｎａｌｙｔｉｃｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇｆｏｒｍｕｌａａｎｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｅｓｔｉｍａｔｅｓｆｏｒ犺（狕）ｗｉｔｈＲｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，－

１

２
＜犮≤

０，ｗｈｅｒｅ犺ｉｓｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｐａｒｔｏｆｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｐｉｎｇｓ犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）ｔｈａｔａｒｅｓｔａｂｌｅｃｌｏｓｅ?ｔｏ?ｃｏｎｖｅｘｐｒｏｐｅｒｔｙｏｎｕｎｉｔ

ｄｉｓｋ犇．Ｉｆｔｈｅｄｉｌａｔａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ狑（狕）ｉｓａｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｓｔａｂｌｅｃｌｏｓｅ?ｔｏ?ｃｏｎｖｅｘｃｒｉｔｅｒｉｏｎｉｓｐｒｏｖｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｉｍ

ｐｒｏｖｅｔｈｅｏｎｅｍａｄｅｂｙＳｈｏｕｔｙａｎｄＮａｇｐａｌ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅａｌｓｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｔａｂｌｅｃｌｏｓｅ?ｔｏ?ｃｏｎｖｅｘｒａｄｉｕｓｅｓｔｉｍａｔｅｆｏｒ犳＝　

犺＋珚犵ｗｉｔｈＲｅ｛１＋狕
犺″（狕）

犺′（狕）
｝＞犮，－

１

２
＜犮≤０ａｎｄ狑（狕）＝狕２ｏｎｔｈｅｕｎｉｔｄｉｓｋ犇．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｐｉｎｇ；ｓｔａｂｌｅｃｌｏｓｅ?ｔｏ?ｃｏｎｖｅｘ；ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｅｓｔｉｍａｔｅ；ｕｎｉｖａｌｅｎｔｒａｄｉｕｓ

（责任编辑：钱筠　　英文审校：黄心中）

３８４第４期　　　　　　　　　　　黄#

，等：某些近于凸调和函数的解析性质和系数估计


