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摘要：　利用微熵率法进行相空间重构，并以 Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌特性的理论结果为依据，分别选取两组初值以

验证 Ｈｅｎｏｎ序列混沌特征的稳定性，实证研究微熵率算法的各个环节．实验结果表明：利用微熵率法重构相

空间能够有效地捕捉混沌序列的特性．
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在时间序列的分析中，决定序列的可观测因素很多，且相互作用的动力学方程往往是非线性的．２０

世纪８０年代以来，由于Ｔａｋｅｎｓ对 Ｗｈｉｔｎｅｙ早期在拓扑学方面工作的发展，使得深入分析时间序列的

背景和动力学机制成为可能．在确定性的基础上对序列动力学因素的分析，目前广泛采用的是相空间重

构法．微熵率法是Ｇａｕｔａｍ等提出的一个基于样本时间序列及其替代数据的相空间重构方法
［１］．熵率是

指随机源（１个随机过程）随时间变化的平均不确定性；１个随机过程的熵率是该过程平均每产生１个随

机变量其不确定度大小的度量．微熵率法中的替代数据方法为ｉＡＡＦＴ．ｉＡＡＦＴ是一种性能稳定的替代

数据产生方法，能很好匹配原始数据的傅里叶幅度谱和概率密度分布，在数据的非线性检验中被广泛采

用．本文以Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌系统为数据源，以Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌特性的理论为依据，实证研究微熵率算

法的各个环节．

１　犎犲狀狅狀犿犪狆混沌系统

图１　Ｈｅｎｏｎ混沌序列

Ｆｉｇ．１　Ｈｅｎｏｎｃｈａｏｔｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅ

１９７６年，ＭｉｃｈｅｌＨｅｎｏｎ给出了Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌系统
［２３］．

此后，许多学者就 Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌系统的全局结构进行数值

与仿真研究，并将Ｈｅｎｏｎｍａｐ系统扩展到更高维
［４］．

１．１　犎犲狀狅狀混沌序列

Ｈｅｎｏｎ混沌序列为

狓犽 ＝１－犪狓
２
犽－犱＋犫狓犽－２犱． （１）

式（１）中：犪，犫为系统参数；犱为系统延迟．当犪＝１．４，犫＝０．３

时，系统具有混沌特性．经过足够多次的迭代，Ｈｅｎｏｎ序列呈

现“混沌”现象．

Ｈｅｎｏｎ混沌序列（犱＝１），如图１所示．图１中：对应初值

为（狓０＝０．４，狓１＝０．６）和（狓０＝０．４＋１０
－８，狓１＝０．６）的 Ｈｅｎｏｎ

混沌序列利用Ｍａｔｌａｂ仿真的情况（实验均采用Ｍａｔｌａｂ完成）．

大约在０＜犽＜４０的范围内，狓犽 序列基本一致；当犽＞４０之后，初始值微小扰动（１０
－８）的两组狓犽 序列呈

现急剧的差异，体现了混沌序列“初值敏感性”的特征．
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图２　Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌系统奇异吸引子相图

Ｆｉｇ．２　Ｈｅｎｏｎｍａｐｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍａｔｔｒａｃｔｏｒ

１．２　犎犲狀狅狀犿犪狆奇异吸引子

奇异吸引子是混沌运动的主要特征．令

狔犽 ＝狓犽－犱． （２）

　　由式（１），（２）可得

狓犽 ＝１－犪狓
２
犽－犱＋犫狔犽－犱． （３）

　　式（２），（３）构成了 Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌系统
［５］．点集（狓犽，

狔犽）组成一条不封闭的曲线，即 Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌系统的奇

异吸引子相图．

图１两种序列的奇异吸引子相图，如图２所示．由图２

可知：两种序列几乎“完全重合”．尽管图１两种序列存在急

剧的差异，点集（狓犽，狔犽）却呈现“相同的轨迹”．显然，由图１

可知：对应点出现的“顺序”是不同的，但是轨迹却几乎“完

全重合”．奇异吸引子给出的“确定性轨迹”，体现了 Ｈｅｎｏｎｍａｐ混沌系统的稳定性，奠定了混沌系统发

展规律的研究基础．

２　替代数据

为实现时间序列分析的统计学检验，时间序列需要足够多样本．样本的获取，可通过构造产生时间

序列的系统，或者直接构造时间序列本身．后者产生时间序列样本的方法，称为替代数据法
［６］．替代数据

能够尽可能精确地复制原始数据的性质（包括时间概率分布和自相关函数），但同时又是尽量随机的．

２．１　犃犃犉犜生成算法

振幅调节傅里叶变换（ＡＡＦＴ）有以下４个步骤
［７］．

步骤１　原始数据｛狓
０
狀｝，排列序号｛ｒａｎｋ

０
狀｝，当狓

０
狀 是｛狓

０
狀｝中第犽小时，ｒａｎｋ

０
狀．

步骤２　高斯白噪声｛犵０｝，按｛ｒａｎｋ
０
狀｝重排得｛犵′狀｝．

步骤３　对｛犵′狀｝傅里叶变换和相位随机化处理，得序列｛狊′狀｝．

步骤４　求｛狊′狀｝的排列序号｛ｒａｎｋ
狊
狀｝，原始数据｛狓

０
狀｝按｛ｒａｎｋ

狊
狀｝重排得替代数据｛狊狀｝．

替代数据｛狊狀｝是原始数据｛狓
０
狀｝的重排，保证了替代数据与原始数据有相同的时间概率分布．因此，

也有一样的均值方差等一、二阶统计量．替代数据｛狊狀｝的随机性体现在高斯白噪声｛犵狀｝，及其傅里叶变

换的相位随机化处理．

然而，原始数据功率谱密度（自相关函数）的性质被改变了，因为发生在步骤２和步骤４的两个重排

在严格意义上不是彼此的逆操作．这种差异导致替代数据的功率谱密度在原始数据的基础上被白化．二

者的差异程度取决于原始数据的时间概率分布与高斯分布的相似程度，简而言之，ＡＡＦＴ算法适用于

类高斯分布的时间序列．

２．２　犻犃犃犉犜生成算法

为了解决 ＡＡＦＴ替代数据的功率谱白化问题，１９９６年Ｓｃｈｒｅｉｂｅｒ提出了 ＡＡＦＴ迭代生成算法

（ｉＡＡＦＴ）．ｉＡＡＦＴ是一种性能稳定的替代数据产生方法，能很好匹配原始数据的傅里叶频谱和概率密

度分布，在数据的统计学检验中被广泛采用．具体有以下４个步骤
［８］．

步骤１　原始数据｛狓
０
狀｝，排列序号｛ｒａｎｋ

０
狀｝，傅里叶变换的幅度值｜犡犽｜，计算ＡＡＦＴ替代数据｛狊狀｝．

步骤２　记｛狊狀｝傅里叶变换犛犽＝｜犛犽｜ｅｘｐ（ｊφ（犽）），保持相位不变，幅度值用｜犡犽｜代替，得犛′犽＝｜犡犽｜

ｅｘｐ（ｊφ（犽））．

步骤３　对犛′犽 进行傅里叶反变换得｛狊′狀｝，再按｛ｒａｎｋ
０
狀｝重排得｛狊″狀｝．

步骤４　重复步骤２，３，直至所得数据｛狊″狀｝和原始数据有相近的功率谱密度．

确保｛狊″狀｝和原始数据的统计性质（时间概率分布、功率谱密度）趋于一致，该算法有两个基本假设．

１）步骤２对傅里叶变换幅度值的矫正，造成时间概率分布的扭曲都比上一次迭代的小．

２）步骤３的重排，造成功率谱密度的扭曲都比上一次迭代的小．
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Ｓｃｈｒｅｉｂｅｒ等
［７］证明：对于非线性自相关过程，替代数据的功率谱将会逐渐趋近原数据的功率谱．

３　微熵率法确定时间序列最佳嵌入参数

３．１　微熵率法

时间序列可观测性的决定因素很多，其相互作用的动力学方程往往是非线性的，甚至是混沌的．同

时，计算的复杂性、有限的测量精度，以及可能存在的本质上的非确定性等多方面困难，严重制约着人们

对时间序列内在机制的理解．２０世纪８０年代，Ｔａｋｅｎｓ
［９］对 Ｗｈｉｔｎｅｙ早期在拓扑学方面工作的发展，为

深入分析时间序列的背景和动力学机制奠定基础．在确定性的基础上，对序列动力学因素的分析，目前

广泛采用的是延迟坐标状态空间重构法（相空间重构法）［１０］．一般来说，非线性系统的相空间可能维数

很高，甚至无穷，在大多数情况下维数并不知道．

对于给定的时间序列，相空间重构法表明存在一个最优的嵌入维数犿 和时延τ．如果τ太小，为了

使犿·τ覆盖（大于）“捕捉信号的动力学性质所需的最小时间距”，犿 将变得相当大；相反，如果τ大于

最佳值，模型的性质将变得太离散，导致捕捉不到信号的动力学性质．Ｇａｕｔａｍａ等提出基于样本时间序

列及其替代数据的微熵率方法，用于确定相空间的最佳嵌入维数犿和时延τ．

３．２　微熵率法详细步骤

微熵率法有以下４点详细步骤
［１］．

步骤１　原始数据｛狓（犽）∶犽＝１，２，…，犖｝，计算其犖狊组替代数据，记为

｛狓狊，犼（犽）∶犽＝１，２，…，犖｝∶犻＝１，２，…，犖．

　　步骤２　嵌入维数犿和时延τ的相空间．原始数据的相空间为

狓（１） 狓（２） … 狓（犖－（犿－１）τ）

狓（１＋τ） 狓（２＋τ） … 狓（犖－（犿－２）τ）

   

狓（１＋（犿－１）τ） 狓（２＋（犿－１）τ） … 狓（犖

熿

燀

燄

燅）

．

　　相空间的状态向量记为

犡（犽）＝ ［狓（犽）　狓（犽＋τ）　…　狓（犽＋（犿－１）τ）］
Ｔ，　　犽＝１，２，…，犖－（犿－１）τ．

　　替代数据的相空间（共犖狊个），即

狓狊，犻（１） 狓狊，犻（２） … 狓狊，犻（犖－（犿－１）τ）

狓狊，犻（１＋τ） 狓狊，犻（２＋τ） … 狓狊，犻（犖－（犿－２）τ）

   

狓狊，犻（１＋（犿－１）τ） 狓狊，犻（２＋（犿－１）τ） … 狓狊，犻（犖

熿

燀

燄

燅）

．

　　相空间的状态向量记为

犡狊，犻（犽）＝ ［狓狊，犻（犽）　狓狊，犻（犽＋τ）　…　狓狊，犻（犽＋（犿－１）τ）］
Ｔ，　　犽＝１，２，…，犖－（犿－１）τ．

其中：犡（犽）和犡狊，犻（犽）又称为延迟矢量，延迟矢量的个数为犕＝犖－（犿－１）τ．

步骤３　基于原始数据及其替代数据，确定原始数据｛狓（犽）∶犽＝１，２，…，犖｝的熵率为

犚ｅｎｔ（犿，τ）＝犐（犿，τ）＋
犿
犕
ｌｎ犕．

其中：犐（犿，τ）＝犎（狓，犿，τ）／（犎（狓狊，犻，犿，τ））犻．由原始数据构成的相空间，其熵为

犎（狓，犿，τ）＝∑
犕

犼＝１

ｌｎ（犕ρ犼）＋ｌｎ２＋犆Ｅ ＝ ∑
犖－（犿－１）τ

犼＝１

ｌｎ（ρ犼）＋犕ｌｎ犕＋ｌｎ２＋犆Ｅ．

其中：欧拉常数犆Ｅ＝０．５７７２；ρ犼是第犼个延迟矢量与其最近邻点的欧氏距离，即

ρ犼 ＝ｍｉｎ｛狘犡（犼）－犡（狆）狘２，狆＝１，２，…，犕，狆≠犼｝．

　　相应有

犎（狓狊，犻，犿，τ）＝∑
犕

犼＝１

ｌｎ（犕ρ犼）＋ｌｎ２＋犆Ｅ ＝ ∑
犖－（犿－１）τ

犼＝１

ｌｎρ狊，犻犼＋犕ｌｎ犕＋ｌｎ２＋犆Ｅ，

ρ狊，犻犼 ＝ｍｉｎ｛狘犡狊，犻（犼）－犡狊，犻（狆）狘２，狆＝１，２，…，犕，狆≠犼｝．
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　　由犖狊组替代数据构成的犖狊 个相空间，其平均熵为 （犎（狓狊，犻，犿，τ））犻 ＝
１

犖狊∑

犖狊

犻＝１

犎（狓狊，犻，犿，τ）．可见，

熵率体现为原始数据相空间的熵与犖狊个替代数据相空间平均熵之比．

步骤４　计算犚ｅｎｔ（犿，τ）的最小值，相应的犿和τ即最佳嵌入维数犿ｏｐｔ和时延τｏｐｔ．

４　数值实验

４．１　实验数据的选取

Ｈｅｎｏｎ序列混沌特性的理论结果：当犪＝１．４，犫＝０．３时，式（１）具有混沌特性，其参数犱为时间延

迟，对应最佳嵌入时延τｏｐｔ．

不当的初值选择会造成式（１）的发散，分别选取两组初值以验证Ｈｅｎｏｎ序列混沌特征的稳定性．经

过足够多次的迭代，Ｈｅｎｏｎ序列才会进入“稳定的”混沌状态
［１１］．取 Ｈｅｎｏｎ序列１００００个数据后的５００

图３　犚ｅｎｔ（犿，τ）三维示意图

Ｆｉｇ．３　３Ｄｄｉａｇｒａｍｏｆ犚ｅｎｔ（犿，τ）

个作为数据源，才得出“稳定的”结果．

４．２　实验结果

Ｈｅｎｏｎ序列的时延犱＝４，初值取（狓０＝０．２，狓１＝０．６，

狓２＝０．４，狓３＝０．３，狓４＝０．１，狓５＝０．５，狓６＝０．８，狓７＝０．７）和

（狓０＝０．２＋１０
－８，狓１＝０．６，狓２＝０．４，狓３＝０．３，狓４＝０．１，狓５＝

０．５，狓６＝０．８，狓７＝０．７），生成两组上述的数据源（犖＝５００），

应用微熵率法分别求最佳嵌入维数犿ｏｐｔ和时延τｏｐｔ．其中：犖狊

的选取，以（犎（狓狊，犻，犿，τ））犻趋于稳定为准，文中取犖狊＝１０．

图３，表１，２对应犱＝４的 Ｈｅｎｏｎ序列．图３和表１对应

的初值取（狓０＝０．２，狓１＝０．６，狓２＝０．４，狓３＝０．３，狓４＝０．１，

狓５＝０．５，狓６＝０．８，狓７＝０．７）的结果．表２对应的初值取（狓０＝

０．２＋１０－８，狓１＝０．６，狓２＝０．４，狓３＝０．３，狓４＝０．１，狓５＝０．５，

狓６＝０．８，狓７＝０．７）的结果．从表１，２可以看出：犿＝３，τ＝４时，熵率犚ｅｎｔ（犿，τ）均取得最小值，即最佳嵌

入维数犿ｏｐｔ＝３和时延τｏｐｔ＝４（对应犱＝４），实证了不同的初值下 Ｈｅｎｏｎ序列混沌特征的稳定性．

表１　第一组初值对应的犚ｅｎｔ

Ｔａｂ．１　犚ｅｎｔｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｓｅｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ

犿＼τ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

２ １．０３９４ １．０４５９ １．０３６９ ０．５１５５ １．０２２４ １．０２８３ １．０２１１

３ １．０３７９ ０．９２４５ １．０４１４ ０．４９０３ １．０２６５ ０．９８６５ １．０４２４

４ １．０５１６ ０．９３１３ １．０５３２ ０．５２１６ １．０５３５ １．０１６０ １．０５４０

５ １．０３２６ ０．９２０１ １．０５４０ ０．５６３４ １．０６０８ １．０２８２ １．０６４７

６ １．０３５９ ０．９２９１ １．０６５６ ０．６１３０ １．０７６１ １．０４３３ １．０７９２

７ １．０４４８ ０．９４４８ １．０７８８ ０．６６３８ １．０８８３ １．０６３１ １．０９１１

８ １．０５６３ ０．９６６２ １．０９１６ ０．７１６６ １．１０５５ １．０８２１ １．１０６７

表２　第二组初值对应的犚ｅｎｔ

Ｔａｂ．２　犚ｅｎｔｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｓｅｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ

犿＼τ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

２ １．００９３ １．０２８６ １．０１７６ ０．４６８４ １．００５５ １．０１００ １．０２１７

３ １．０４１１ ０．９１５７ １．０４０８ ０．４５５０ １．０４２０ ０．９８３４ １．０３４５

４ １．０４５１ ０．９２０１ １．０５４０ ０．４９２７ １．０５２２ ０．９９９４ １．０４４６

５ １．０３０６ ０．９０９０ １．０５１７ ０．５３４５ １．０５５１ １．００９５ １．０６０５

６ １．０３１９ ０．９１６５ １．０６２２ ０．５８０７ １．０６６２ １．０３１０ １．０７４２

７ １．０４０８ ０．９２９３ １．０７６２ ０．６３０２ １．０８２８ １．０５０３ １．０９０１

８ １．０５２５ ０．９４９８ １．０８９９ ０．６８１５ １．０９９４ １．０７０６ １．１０６７

　　对应Ｈｅｎｏｎ序列的不同时延犱，表３给出基于微熵率的辨识结果（初值取［０，１］的随机数），包括

犿ｏｐｔ，τｏｐｔ，犚ｅｎｔ（犿ｏｐｔ，τｏｐｔ）．由表３可知：犿ｏｐｔ的值恒为３，τｏｐｔ的值始终与犱保持一致；有效地验证了 Ｈｅｎｏｎ
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序列混沌特征的稳定性，这种稳定性奠定了混沌系统的研究基础．

表３　不同时延的微熵率法辨识

Ｔａｂ．３　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｎｔｒｏｐｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｄｅｌａｙ

犱 犿ｏｐｔ τｏｐｔ 犚ｅｎｔ（犿ｏｐｔ，τｏｐｔ） 犱 犿ｏｐｔ τｏｐｔ 犚ｅｎｔ（犿ｏｐｔ，τｏｐｔ）

１ ３ １ ０．４６３１ ４ ３ ４ ０．４９６８

２ ３ ２ ０．４６０７ ５ ３ ５ ０．４８８３

３ ３ ３ ０．４９４１ ６ ３ ６ ０．５２３５
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