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基于布尔求差的对数螺旋锥齿轮精确建模

向铁明１，２，顾立志１，李鹏１，陈维周２

（１．华侨大学 机电及自动化学院，福建 厦门３６１０２１；

２．厦门理工学院 机械与汽车工程学院，福建 厦门３６１０２４）

摘要：　为了获得新型螺旋锥齿轮———对数螺旋锥齿轮的小齿轮的精确三维模型，提出一种新的建模方法，即

基于对数螺旋锥齿轮的形成机理，建立精确的等螺旋角圆锥对数螺旋线，并作为对数螺旋锥齿轮的齿向线．对

数螺旋锥齿轮大小两端的齿廓线采用精确渐开线及圆弧过渡，通过沿引导线精确扫掠的方式建立第一个齿

槽．对齿槽进行阵列，用面锥与齿槽进行布尔求差的方式实现对数螺旋锥齿轮三维模型的精确建模，建模理论

误差为零，实际距离误差≤０．１μｍ．以齿数为９，模数为４．５ｍｍ，压力角为２０°，螺旋角为３５°的对数螺旋锥齿

轮小齿轮为例进行建模，在德玛吉ＤＭＵ４０五轴联动铣床进行数控加工，证明方法的有效性和实用性．

关键词：　对数螺旋锥齿轮；精确建模；对数螺旋线；等螺旋角；布尔求差
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螺旋锥齿轮，又称为弧齿锥齿轮，弧齿伞齿轮，具有传动平稳，噪音低，重合度高的特点，广泛应用于

航空航天、机床、船舶及汽车工业［１］．螺旋锥齿轮因齿向线上各点螺旋角不同，造成在制造螺旋锥齿轮时

要调整包括刀盘和机床的大量参数，即使这样，也不能做到啮合点螺旋角相等［１］．文献［１?３］提出的对数

螺旋锥齿轮，其齿向线是圆锥对数螺旋线，从原理上体现出对数螺旋锥齿轮的优越性，但实际效果及可

图１　圆锥对数螺旋线
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行性仍需要在设计、ＣＡＥ分析
［４］、加工制造、装配及使用过程中对其进

行研究和验证．目前，螺旋锥齿轮的建模日趋成熟．常规螺旋锥齿轮的建

模主要有两类方法［５?６］，一类是齿面方程推导为主的拟合建模［７?１３］；另一

类是虚拟现实的仿真加工建模［１４?２３］．对数螺旋锥齿轮的建模及研究较

少报道，本文根据对数螺旋锥齿轮的形成原理进行精确建模，建模理论

误差为零，但在实际建模时，因受计算机建模在数值计算时的截断误差

和舍入误差的影响，实际距离误差≤０．１μｍ．

１　圆锥对数螺旋线方程的推导

在圆锥面上形成的定倾曲线（曲率与挠率之比为常数的曲线）称为

圆锥对数螺旋线［２４?２７］，如图１所示．

设正圆锥面上有动点犕，它由犕０ 运动到犕１ 时，在锥面上转过一

个τ角．当动点由犕１ 转到犕２ 时，在锥面上变化一个ｄτ角，则犕１ 点到

原点（锥顶）的矢径狉也相应增大ｄ狉，曲线犕１，犕２ 在犕２ 的切线与过犕２

点的圆锥母线犗犕２ 所成角度β，令β为一恒定值，则可推导出圆锥对数

螺旋线的矢径方程为

狉＝犪ｅｘｐ（φｓｉｎα·ｃｏｔβ）． （１）
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式（１）中：犪为圆锥对数螺旋线起点距离锥顶的距离；φ为自变量，表示动点转过的角度在底面的投影；α

为圆锥的锥顶半角；β为螺旋角．

　　把式（１）化成参数方程形式
［１?３］，有

狓＝犗犕狓 ＝犪ｅｘｐ（φｓｉｎα·ｃｏｔβ）·ｓｉｎα·ｃｏｓφ，

狔＝犗犕狔 ＝犪ｅｘｐ（φｓｉｎα·ｃｏｔβ）·ｓｉｎα·ｓｉｎφ，

狕＝犗犕狕 ＝犪ｅｘｐ（φｓｉｎα·ｃｏｔβ）·ｃｏｓα

烍

烌

烎．

（２）

２　对数螺旋锥齿轮精确建模

２．１　对数螺旋锥齿轮精确建模思路

面锥体与齿槽体采用布尔求差的方式，对数螺旋锥齿轮进行三维建模．

２．２　对数螺旋锥齿轮的基本参数

根据某一微型汽车主减速器的格里森制螺旋锥齿轮参数，设计对数螺旋锥齿轮，拟用对数螺旋锥齿

轮取代格里森制螺旋锥齿轮，对数螺旋锥齿轮的小齿轮主要参数如下：齿数为９，大端端面模数为４．５

ｍｍ，大端分度圆直径为４０．５ｍｍ，压力角为２０°，螺旋角为３５°，齿顶高系数为０．８５，顶隙系数为０．１８８．

２．３　齿轮基本曲线的创建

基本曲线包括：齿轮的轴线、面锥母线、节锥母线、根锥母线、基锥母线、背锥母线和前锥母线．根据

几何关系可推导出关系式，有

犱＝犿×狕１，

犱ａ＝犿×狕１＋２×犪

ｈ ×ｃｏｓδ１，

犱ｂ＝犱×ｃｏｓα，

犱ｆ＝犿×狕１－２×（犪

ｈ ＋犮

）×犿×ｃｏｓδ１

烍

烌

烎．

（３）

式（３）中：犱为大端分度圆直径；犱ａ为大端齿顶圆直径；犱ｂ 为大端基圆直径；犱ｆ为大端齿根圆直径；δ１ 为

小齿轮分锥角；狕１ 为小齿轮齿数；犪

ｈ 为齿顶高系数；犮

为顶隙系数．

２．４　齿轮大端和小端的当量齿轮基本圆的创建

大端当量齿轮的基本圆包含大端当量齿轮分度圆，大端当量齿轮齿顶圆，大端当量齿轮基圆和大端

当量齿轮齿根圆．其数值计算为

犱２ ＝
犿×狕１
ｃｏｓδ１

，

犱ａ
２
＝
犿×狕１＋２×犪


ｈ ×ｃｏｓδ１

ｃｏｓδ１
，

犱ｂ
２
＝
犱×ｃｏｓα
ｃｏｓδ１

，

犱ｆ
２
＝
犿×狕１－２×（犪


ｈ ＋犮

）×犿×ｃｏｓδ１
ｃｏｓδ１

烍

烌

烎
．

（４）

式（４）中：犱２ 为大端当量齿轮分度圆直径；犱ａ
２
为大端当量齿轮齿顶圆直径；犱ｂ

２
为大端当量齿轮基圆直

径；犱ｆ
２
为大端当量齿轮齿根圆直径．

２．５　布尔求差

设犃，犅分别表示两个实体，由计算几何学及计算机图形学的知识
［２６］可知，实体犃，犅进行布尔求

差运算表示为

犃－犅＝犃ｏｕｔ犅＋（犅ｉｎ犃）－
１． （５）

式（５）中：犃ｏｕｔ犅表示实体犃 表面处于实体犅 外的部分；（犅ｉｎ犃）－１表示实体犅表面在实体犃 内的部

分的补集．

在式（４）所示表达式中，犱２，犱ａ
２
，犱ｂ

２
，犱ｆ

２
的一般形式为无理数，建模如果采用根锥犅与轮齿犃 进行

布尔求和，那么计算机在处理无理数问题时，必须对其进行截断．

因截断所产生的误差，造成两者无法相交而运算失败，且误差直接反应在轮齿的工作部分上面，如
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（ａ）布尔求和　　　　（ｂ）布尔求差　

图２　布尔运算

Ｆｉｇ．２　Ｂｏｏｌｅａｎｏｐｅｒａｔｉｏｎ

图２（ａ）所示．采用面锥犇 与齿槽实体犆 进行布尔求差

运算方式的建模方法，如图２（ｂ）所示．不仅可以成功完

成运算，而且还可以把误差累计到齿槽中去，确保了轮

齿工作部分的建模精度．

２．６　圆锥对数螺旋线创建

根据ＵＧ的表达式功能，分别选择狋，ｌｏｇ狓，ｌｏｇ狔，

ｌｏｇ狕为规律曲线的内部变量、狓坐标、狔坐标、狕坐标，

在分锥上创建圆锥对数螺旋线．狉０＝１处作为起始点，半

锥角α＝δ１，螺旋角β＝３５°，φ角为旋转３６０°的圆锥对数

螺旋线．分锥上的圆锥对数螺旋线即为齿向线，也为精

确建模的扫引线．

２．７　大、小端齿轮扫引截面和齿向线的描述与可视化表达

对数螺旋锥齿轮的端面为渐开线齿廓，根据渐开线方程

狓狋＝狉×ｃｏｓθ＋狉×ｓｉｎθ×狋×（
π
２
），

狔狋＝狉×ｓｉｎθ－狉×ｃｏｓθ×狋×（
π
２
），

狕狋＝０

烍

烌

烎．

（６）

式（６）中：狓狋，狔狋，狕狋为渐开线坐标；狉＝
犱ｂ

２×ｃｏｓδ
为大端当量基圆半径；θ为渐开线展开角；狋为 ＵＧ系统

图３　大端齿轮当量渐开线齿槽

Ｆｉｇ．３　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｉｎｖｏｌｕｔｅｓｐａｃｅｏｆｇｅａｒｂｉｇｅｎｄ

内部变量，其变化范围０～１．

采用ＵＧ的规律曲线功能，绘制大端渐开线，并把

渐开线沿着相应的对称中心进行镜像．其中：渐开线与

齿根圆通过狉２ 圆弧进行过渡，圆弧半径定义为

狉２ ＝
０．３８×犿，　　１≤犪


ｈ ，

０．４６×犿，　　０＜犪

ｈ ＜１

烅
烄

烆 ．
（７）

　　同理，按照小齿轮大端当量渐开线齿槽的建模过

程，可以建立小齿轮小端当量渐开线齿槽，如图３所示．

用节锥的上、下两个底面，去截断节２．６所生成的

圆锥对数螺旋线，得到结果如图４中实线所示，即为对

数螺旋锥齿轮的扫引线（扫掠路径）．

利用ＵＧ软件的扫掠功能，选择图４中左、右两端渐开线齿槽为扫掠截面，选择齿向线为扫掠路径，

进行扫掠实体建模，得图５所示的一个齿槽实体模型．

图４　扫掠截面与路径 图５　扫掠得出齿槽实体
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２．８　完整齿轮齿面构建

根据对数螺旋锥齿轮面锥的尺寸，建立面锥的实体模型，并将图５所示的齿槽实体，按照轴线中心

进行狕１－１个数目的阵列
［２７］，得到图６所示的效果图．

对图６所示的模型，进行布尔运算，求差，目标体选择面锥体，工具体选择狕个齿槽体，进行布尔求

差后即得到对数螺旋锥齿轮的小齿轮的三维模型，结果如图７所示．

３２１第２期　　　　　　　　　　　向铁明，等：基于布尔求差的对数螺旋锥齿轮精确建模



　　　　　　　图６　阵列齿槽 图７　对数螺旋锥齿轮模型

　　　　　　　Ｆｉｇ．６　Ａｎａｒｒａｙｏｆｃｏｇｇｉｎｇｓ Ｆｉｇ．７　Ｍｏｄｅｌｏｆｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｓｐｉｒａｌｂｅｖｅｌｇｅａｒ

３　实体样件加工与测量

为了验证模型的正确性，采用４５号钢作为材料，先在普通卧式车床Ｃ６１４０Ａ１上加工出齿坯，再在

如图８所示的德玛吉ＤＭＵ４０ｍｏｎｏＢＬＯＣＫ五轴联动数控铣床上进行齿坯的精铣和数控铣削加工（铣

齿），得出零件的实体样件，如图９所示．

　　图８　五轴铣床加工　　　　　　　　　　　　　图９　小齿轮加工样件

Ｆｉｇ．８　Ｆｉｖｅａｘｉｓｍｉｌｌｉｎｇｍａｃｈｉｎｅ　 　　　　　　　　　Ｆｉｇ．９　Ｓａｍｐｌｅｏｆｐｉｎｉｏｎ　

　　在ＣＯＮＴＵＲＡＧ３三维坐标测量仪上，通过测量大端齿顶圆上的三点，求齿顶圆直径，计算大端齿

顶圆直径，测量的数值，如表１所示．

表１　ＣＯＮＴＵＲＡＧ３三维坐标测量数值

Ｔａｂ．１　Ｔｈｒｅｅ?ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆＣＯＮＴＵＲＡＧ３

组数 齿 狓／ｍｍ 狔／ｍｍ 狕／ｍｍ 犱ａ／ｍｍ

一

１ ２５．４３７ １６．６６５ ０．００１

４ －１６．０７７ １６．６６３ ０．００４

７ ４．６７８ －１９．２８８ －０．００４

４７．９３６１２０

二

２ １２．８７６ ２７．２０１ ０．００３

５ －１８．９２６ ０．５１９ ０．００２

８ ２０．０８５ －１３．６８１ －０．００４

４７．９３５６１５

三

３ －３．５１８ ２７．２０２ ０．００４

６ －１０．７２８ －１３．６８２ －０．００２

９ ２８．２８４ ０．５１９ －０．００３

４７．９３７１８１

　　德玛吉ＤＭＵ４０ｍｏｎｏＢＬＯＣＫ五轴联动数控铣床在某一轴向的线性误差为０．００１ｍｍ，蔡司ＣＯＮ

ＴＵＲＡＧ３三维坐标测量仪在某一轴向的线性误差为０．００１８ｍｍ，使用 ＵＧ软件建模，进行数值计算

时的截断误差和舍入误差为０．１μｍ＝０．０００１ｍｍ．则在某一轴向的累计线性误差为０．００２９ｍｍ，在

空间的线性误差为

０．００２９×（１
２
＋１

２
＋１

２）１／２ ＝０．００５１ｍｍ．

　　利用蔡司ＣＯＮＴＵＲＡＧ３三维坐标测量，大端齿顶圆直径测量的平均值为４７．９３６３ｍｍ，根据大端

齿顶圆的计算值犱ａ＝犱＋２×犪

ｈ ×ｃｏｓδ１＝４７．９３３３ｍｍ，测量值和计算值之间的误差为
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４７．９３６３－４７．９３３３＝０．００３０ｍｍ．

４　结论

１）基于布尔求差的建模方法，采用面锥与齿槽进行布尔求差的方法建模，成功解决了根锥与轮齿

求和的方式建模中存在的根锥与轮齿不相交的问题．

２）以齿数为９，模数为４．５ｍｍ，压力角为２０°，螺旋角为３５°的对数螺旋锥齿轮小齿轮为例，对其进

行了精确建模，建模理论误差为零，实际距离误差≤０．１μｍ．

３）采用４５号钢作为材料，在普通卧式车床Ｃ６１４０Ａ１上加工出齿坯，在德玛吉ＤＭＵ４０五轴联动

铣床上对所建模型进行了数控铣齿加工，得实体样件．

４）在蔡司ＣＯＮＴＵＲＡＧ３三维坐标测量仪上分三组进行，对大端齿顶圆上最外侧三点进行了三坐

标值的测量，大端齿顶圆测量值和计算值之间的误差为０．００３０ｍｍ．
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