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非平稳高斯序列最大值与部分和的

几乎处处中心极限定理

汪园芳，吴群英

（桂林理工大学 理学院，广西 桂林５４１００４）

摘要：　假设｛犡狀，狀≥１｝为标准化非平稳高斯序列，在协方差和常数列｛狌狀，犻，１≤犻≤狀，狀≥１｝满足适当的条件

下，获得了最大值与部分和的几乎处处中心极限定理，并优化了臧庆佩所获得的结果．
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独立同分布的随机变量序列的部分和形式的几乎处处中心极限定理首次被 Ｂｒｏｓａｍｌｅｒ
［１］和

Ｓｃｈａｔｔｅ
［２］引入并证明．设犡１，犡２，…，犡狀 是一列独立同分布的随机变量序列，令犛狀 ＝∑

狀

犽＝１

犡犽，｛犪犽，犪犽 ＞

０｝，｛犫犽｝是常数数列，满足

犪犽（犛犽－犫犽） →
犱
犌．

上式中：犌为分布函数．

对于犌的任意连续点狓都有

ｌｉｍ
狀→∞

１

ｌｎ狀∑
狀

犽＝１

１

犽
犐（犪犽（犛犽－犫犽）≤狓）＝犌（狓）．

上式中：犐（·）为示性函数．

Ｆａｈｒｎｅｒ等
［３］及Ｃｈｅｎｇ等

［４］将部分和形式的几乎处处中心极限定理推广到最大值形式的几乎处处

中心极限定理．Ｃｓａｋｉ等
［５］将几乎处处中心极限定理应用到平稳高斯列．Ｄｕｄｚｉｎｓｋｉ

［６］将部分和形式的几

乎处处中心极限定理推广到部分和与最大值的形式，记

犕狀 ＝ ｍａｘ
１≤犻≤狀

犡犻，　　犛狀 ＝∑
狀

犻＝１

犡犻，　　σ狀 ＝ Ｖａｒ（犛狀槡 ）．

对任意狓，狔∈犚，有

ｌｉｍ
狀→∞

１

ｌｎ狀∑
狀

犽＝１

１

犽
犐（犪犽（犕犽－犫犽）≤狓），　　

犛犽

σ犽
≤ｅ

－τ
Φ（狔）．

上式中：犐（·）为示性函数；Φ（·）为标准正态分布函数．

Ｚａｎｇ
［７］将部分和与最大值的几乎处处中心极限定理从平稳的高斯序列推广到非平稳的高斯序列，

本文在Ｚａｎｇ
［７］的基础上将权重从１／犽推广到ｅｘｐ（ｌｎβ犽）／犽．记犡１，犡２，…，犡狀 为标准化的非平稳高斯序

列，有

犕狀 ＝ ｍａｘ
１≤犻≤狀

犡犻，　犛狀 ＝∑
狀

犻＝１

犡犻，　σ狀 ＝ Ｖａｒ（犛狀槡 ），　犱犽 ＝
ｅｘｐ（ｌｎβ犽）

犽
，　０≤β＜

１

２
．

　　记犪狀～犫狀 表示当狀→∞时，犪狀／犫狀→１，犪狀≤犫狀 表示当狀→∞时，存在常数犓＞０使犪狀≤犓犫狀．
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１　主要结果

定理１　假定｛犡狀，狀≥１｝为标准化非平稳高斯序列，其协方差阵中的元素狉犻，犼满足

０≤狉犻，犼≤ρ狘犻－犼狘，　犻≠犼．

且对任意狀≥１，有

ρ狀 ≤１，　　ρ狀 ＝犗（１／狀
１＋ε），　ε＞０．

　　如果常数列｛狌狀，犻｝满足狀→∞，对某τ≥０，有

∑
狀

犻＝１

（１－Φ（狌狀，犻））→τ，

并且对常数犮＞槡２，有

ｍａｘ
１≤犻≤狀

狌狀，犻≥犮ｌｎ
１／２狀，

则对任意狓∈犚，有

ｌｉｍ
狀→∞

１

犇狀∑
狀

犽＝１

犱犽犐（∩
犽

犻＝１

（狓犻≤狌狀，犻），
犛犽

σ犽
≤狓）＝ｅ

－τ
Φ（狓）． （１）

　　如果对于犱犽，式（１）成立，则当犱

犽 满足０≤犱


犽 ≤犱犽，∑

∞

犽＝１

犱犽 ＝ ∞ 时，式（１）也成立．当β＝０时，文中

的定理１就是文献［７］中的定理．

２　几个引理

引理１
［８］
　设ξ１，ξ２，…为一列有界的随机变量序列，如果存在ε＞０使得

Ｖａｒ（∑
狀

犽＝１

犱犽ξ犽）犇
２
狀（ｌｎ犇狀）

－（１＋ε）

成立，则有

ｌｉｍ
狀→∞

１

犇狀∑
狀

犽＝１

犱犽（ξ犽－犈ξ犽）＝０．

上式中：犇狀 ＝∑
狀

犽＝１

犱犽；犱犽 ＝ｅｘｐ（ｌｎ犽）β／犽．

引理２
［９］
　设｛犡狀，狀≥１｝为标准正态变量，狉犻，犼＝Ｃｏｖ（犡犻，犡犼），则对任意的实数狌犻，犻＝１，２，…，狀，有

狘犘（∩
狀

犼＝１

｛犡犼≤狌犼｝）－∏
狀

犼＝１

犘（犡犼≤狌犼）狘 ∑
１≤犻＜犼≤狀

狘狉犻，犼狘ｅｘｐ（－
狌２犻 ＋狌

２
犼

２（１＋狘狉犻，犼狘）
）．

　　引理３
［７］
　在定理１的条件下，对１≤犽＜狀，任意狔∈犚，存在γ＞０有

犘（∩
狀

犻＝犽＋１

｛犡犻≤狌狀，犻｝，
犛狀

σ狀
≤狔）－犘（∩

狀

犻＝１

｛犡犻≤狌狀，犻｝，
犛狀

σ狀
≤狔） （

犽
狀
）γ＋

１

ｌｎγ狀
，

Ｃｏｖ（犐（∩
犽

犻＝１

｛犡犻≤狌犽，犻｝，
犛犽

σ犽
≤狔），犐（∩

狀

犻＝犽＋１

｛犡犻≤狌狀，犻｝，
犛狀

σ狀
≤狔）） （

犽
狀
）γ＋

１

ｌｎγ狀
．

　　证明　由文献［７］得到

犘（∩
狀

犻＝犽＋１

｛犡犻≤狌狀，犻｝，
犛狀

σ狀
≤狔）－犘（∩

狀

犻＝１

）｛犡犻≤狌狀，犻｝，
犛狀

σ狀
≤狔） （

犽
狀
）γ＋

１

ｌｎγ犇狀
，

狘Ｃｏｖ（犐（∩
犽

犻＝１

｛犡犻≤狌犽，犻｝，
犛犽

σ犽
≤狔），犐（∩

狀

犻＝犽＋１

｛犡犻≤狌狀，犻｝，
犛狀

σ狀
≤狔））狘 （

犽
狀
）γ＋

１

ｌｎγ犇狀
．

　　由文献［８］可知

犇狀 ～
１

β
ｌｎ１－β狀ｅｘｐ（ｌｎβ狀），　　ｌｎ犇狀 ～ｌｎβ狀． （２）

　　由式（２），引理得证．

引理４
［１０］
　（Ｔｏｅｐｌｉｔｚ引理）设实数｛狓狀；狀≥１｝满足

ｌｉｍ
狀→∞
狓狀 ＝狓∈犚，
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如果狓＝０，并且实数阵列｛犪狀，犽；狀≥１，犽≥１｝符合条件

ｓｕｐ
狀≥１∑

∞

犽＝１

狘犪狀，犽狘＜ ∞，　　ｌｉｍ
狀→∞
犪狀，犽 ＝０，　犽≥１，

则有

ｌｉｍ
狀→∞∑

∞

犽＝１

犪狀，犽狓犽 ＝狓．

　　如果狓≠０，则在上面的条件下，再加上ｌｉｍ
狀→∞∑

∞

犽＝１

犪狀，犽 ＝１这个条件，仍然有

ｌｉｍ
狀→∞∑

∞

犽＝１

犪狀，犽狓犽 ＝狓．

３　定理１的证明

证明　当β＝０时，文献［７］已经给出证明，因此，只需证明０＜β＜１／２这种情况下成立即可．

当０≤狉犻，犼≤ρ｜犻－犼｜时，有

σ狀 ＝ 狀＋２∑
１≤犻＜犼≤狀

狉犻，槡 犼 ≥槡狀，

对任意狀≥１，ε＞０，ρ＝犗（
１

狀１－ε
），有

Ｃｏｖ（犡犻，
犛狀

σ狀
＝
１

σ狀
）＝
１

σ狀
Ｃｏｖ（犡犻，∑

狀

犼＝１

犡犼）＝
１

σ狀
Ｃｏｖ（犡犻，犡犻＋∑

犻≠犼

犡犼）≤

１

槡狀
＋
１

槡狀
∑
犻≠犼

狉犻，犼
１

槡狀
＋
１

槡狀
∑
狀－１

狋＝１
ρ狋≤

１

槡狀
． （３）

因此，存在δ和狀０，对任意狀＞狀０，有

ｓｕｐ
１≤犻≤狀

Ｃｏｖ（犡犻，
犛狀

σ狀
）＜δ＜１． （４）

　　设犢狀 是一标准化随机变量，且与犛狀／σ狀 有有相同的分布，并且与（犡１，犡２，…，犡狀）相互独立，则由正

态比较引理和式（４）得

狘犘（∩
狀

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛狀

σ狀
≤狔）－犘（∩

狀

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻）犘（犢狀 ≤狔）狘≤

１

槡狀
∑
狀

犻＝１

Ｃｏｖ（犡犻，
犛狀

σ狀
）ｅｘｐ（－

狌２狀，犻
２（１－δ）

）≤
１

槡狀
∑
狀

犻＝１

ｅｘｐ（－
狌２狀，犻

２（１－δ）
）．

　　定义狏狀，使１－Φ（狏狀）＝１／狀，由文献［９］知

ｅｘｐ（－
狏２狀
２
～

２槡π狏狀
狀

，狏狀 ～槡２ｌｎ
１／２狀）． （５）

　　再由定理１的条件１，对某常数犮＞槡２，ｍｉｎ
１≤犻≤狀

狌狀，犻≥犮ｌｎ
１／２狀，根据式（５），则有狌狀，犻≥狏狀．由式（４）知

１／（１＋δ）－１／２＞０，　０＜δ′＜１／（１＋δ）－１／２，

再由式（５）可得

狘犘（∩
狀

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻，
犛狀

σ狀
≤狔）－犘（∩

狀

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻）犘（犢狀 ≤狔）狘≤

１

槡狀
∑
狀

犻＝１

ｅｘｐ（－
狌２狀，犻

２（１＋δ）
）槡狀ｅｘｐ（－

狏２狀
２（１＋δ）

）≤
（２ｌｎ槡 狀）１

／（１＋δ）

狀１
／（１＋δ）－１／２ 

１

狀δ′
→０，　　狀→ ∞． （６）

　　在定理１的条件下，由文献［９］知犘（∩
狀

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻））→ｅ
－τ，则

ｌｉｍ
狀→∞
犘（∩

狀

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛狀

σ狀
≤狔）ｅ

－τ
Φ（狔）．

再根据引理４，得到
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ｌｉｍ
狀→∞

１

犇狀∑
狀

犽＝１

犱犽犘（∩
狀

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛狀

σ狀
≤狔）ｅ

－τ
Φ（狔）． （７）

所以要证明定理１，只要转换成证明

ｌｉｍ
狀→∞

１

犇狀∑
狀

犽＝１

犱犽（犐∩
犽

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛犽

σ犽
≤狔）－犘（（∩

犽

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛犽

σ犽
≤狔））＝０． （８）

　　根据引理１，要证明式（８），只要证明存在某ε＞０，对任意狔∈犚，使

Ｖａｒ（∑
狀

犽＝１

犱犽犐（∩
犽

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛犽

σ犽
≤狔））

犇２狀
（ｌｎ犇狀）

（１＋ε）． （９）

记ξ犽＝犐（∩
犽

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛犽

σ犽
≤狔）－犘（∩

犽

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛犽

σ犽
≤狔），则

Ｖａｒ（∑
狀

犽＝１

犱犽犐（∩
犽

犻＝１

（犡犻≤狌狀，犻），
犛犽

σ犽
≤狔））∑

狀

犽＝１

犱２犽犈（ξ
２
犽）＋２ ∑

１≤犽＜犾≤狀

犱犽犱犾狘犈ξ犽ξ犾狘＝∶犜１＋犜２．（１０）

　　因为ξ犽 有界，所以犈（ξ
２
犽）也有界，ｅｘｐ（ｌｎβ狓）＝ｅｘｐ（∫

狓

１

βｌｎ
β－１狋
狋

ｄ狋），β＜１／２．当狋→ ∞ 时，βｌｎ
β－１狋→

０，即ｅｘｐ（ｌｎβ狓）为慢变化函数，则

犜１ ∑
狀

犽＝１

犱２犽 ＝∑
狀

犽＝１

ｅｘｐ（２ｌｎβ犽）

犽２
＜∑

∞

犽＝１

ｅｘｐ（２ｌｎβ犽）

犽２
＜ ∞． （１１）

　　下面再来估计犜２，首先来估计｜犈（ξ犽ξ犾）｜．由引理３推出

狘犈（ξ犽ξ犾）狘＝ Ｃｏｖ（犐（∩
犽

犻＝１

（犡犻≤狌犽，犻），
犛犽

σ犽
≤狔），犐（∩

犾

犻＝１

（犡犻≤狌犾，犻），
犛犾

σ犾
≤狔））≤

Ｃｏｖ（犐（∩
犽

犻＝１

（犡犻≤狌犽，犻），
犛犽

σ犽
≤狔），犐（∩

犾

犻＝１

（犡犻≤狌犾，犻），
犛犾

σ犾
≤狔）－犐（∩

犾

犻＝犽＋１

（犡犻≤狌犾，犻），
犛犾

σ犾
≤狔）＋

Ｃｏｖ（犐（∩
犽

犻＝１

（犡犻≤狌犽，犻），
犛犽

σ犽
≤狔），犐（∩

犾

犻＝犽＋１

（犡犻≤狌犾，犻），
犛犾

σ犾
≤狔）≤

犈犐（∩
犾

犻＝１

（犡犻≤狌犾，犻），
犛犾

σ犾
≤狔）－犐（∩

犾

犻＝犽＋１

（犡犻≤狌犾，犻），
犛犾

σ犾
≤狔）＋

Ｃｏｖ（犐（∩
犾

犻＝１

（犡犻≤狌犽，犻），
犛犽

σ犽
≤狔），犐（∩

犾

犻＝犽＋１

（犡犻≤狌犾，犻），
犛犾

σ犾
≤狔））（

犽
犾
）γ＋

１

ｌｎγ犾
， （１２）

犜２  ∑
１≤犽＜犾≤狀

犱犽犱犾（（
犽
犾
）γ＋

１

ｌｎγ犾
）≤

∑
１≤犽＜犾≤狀

犱犽犱犾（
犽
犾
）γ＋ ∑

１≤犽＜犾≤狀

犱犽犱犾
１

ｌｎγ犾
＝∶犜２１＋犜２２． （１３）

　　由定理１的条件知
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狀
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∑
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狀

１
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狓
ｄ狓＝

∫
ｌｎ狀

０
ｅｘｐ（２狔β）ｄ狔～∫

ｌｎ狀

０

ｅｘｐ（２狔β）狔
１－β

２β
）ｄ狔≤

ｌｎ１－β狀ｅｘｐ（２ｌｎβ狀）
犇２狀

（ｌｎ犇狀）
（１－β）／β 

犇２狀
（ｌｎ犇狀）

１／２β

１
（ｌｎ犇狀）

（１－２β）／２β ≤
犇２狀

（ｌｎ犇狀）
１＋ε． （１４）

　　取０＜ε＜γ／β－２，再根据式（２）推出
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狀
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犾（ｌｎγ犾）∑
犾

犽＝１
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犽
≤

∑
狀
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犾
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１
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狓
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∫
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０
狔
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０

（ｅｘｐ
（２狔β）狔
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犇２狀

（ｌｎ犇狀）
（γ－β）／β 

犇２狀
（ｌｎ犇狀）

１＋ε． （１５）

结合式（１０）～式（１５），则式（９）成立．由引理１，则式（８）成立．再根据式（７），定理１得证．
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