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摘要：　用（犌′／犌）展开法构造出Ｓａｗａｄａ?Ｋｏｔｅｒａ?Ｒａｍａｎｉ（ＳＫＲ）方程的两类尖孤波解．这两类孤波解都有尖峰

或倒尖峰，且满足Ｒａｎｋｉｎｅ?Ｈｕｇｏｎｉｏｔ条件和熵条件，是方程的弱解．
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研究数学物理方程的中心内容是求各类问题的解并研究解的性质，使研究者对其所描述的自然现

象或过程能有更深入的认识．间断性（或奇异性）在自然现象中广泛存在，如流体动力学中的溃坝，空气

动力学中的激波，广义相对论中的黑洞等［１］．非线性发展方程是近年来数学物理工作者研究的热点，其

弱解一般具有间断性（或奇异性），对于特定的自然现象，用弱解来描述或刻画更符合实际．弱解的存在

性可用算子分解方法证明，也可用位势井理论和紧致性方法证明［２?３］．根据压缩映像原理，用伽罗金逼近

法可证明弱解的存在性和唯一性［４］．文献［２?４］较多地集中于弱解的存在性或唯一性的证明，但弱解的

解法或构造方法很少见文献报道．

Ｓａｗａｄａ?Ｋｏｔｅｒａ?Ｒａｍａｎｉ（ＳＫＲ）方程
［５］

狌狋＋１５（狌
３
＋狌狌狓狓）狓＋狌５狓 ＝０， （１）

可用于描述重力作用下浅水中长波的运动及一维非线性晶格中长波的运动［６］．Ｙｕ等
［５］用 Ｈｉｒｏｔａ双线

性方法研究了ＳＫＲ方程的超对称化，获得了它的Ｂｃｋｌｕｎｄ变换，并得到了超孤子解．然而，文献［５?６］

均未考虑ＳＫＲ方程的尖孤立波解及其构造方法．基于此，本文主要研究ＳＫＲ方程的两类尖孤立波解．

１　犛犓犚方程的尖孤立波解

方程（１）可写成守恒律形式，即

狌

狋
＋
犳（狌）

狓
＝０． （２）

式（２）中：犳（狌）＝１５（狌
３＋狌狌狓狓）＋狌４狓．

方程（１）的尖孤立波解满足的边界条件为

狌→０，　狌狓 →０，　狌狓狓 →０，　狌４狓 →０，　 当狘狓狘→ ∞ 时． （３）

　　记狌
±＝狌（σ（狋）±０，狋），犳

±＝犳（狌
±），狌±表示狌（狓，狋）在间断线两侧的左右极限．

定理１　除间断线外，满足守恒律方程（２）的行波解狌（狓，狋）＝狌（｜ξ｜），ξ＝狓－犮狋－狓０（犮，狓０ 为常数）．

当狌＋＝狌－时，在方程（２）的间断曲线ξ＝狓－σ（狋）＝０（即σ（狋）＝犮狋＋狓０）上满足 Ｒａｎｋｉｎｅ?Ｈｕｇｏｎｉｏｔ
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－２狌′（０）
＝犮＝σ′（狋）．

　　用（犌′／犌）展开法
［７?８］求解方程（１）．设方程（１）的行波解为

狌（狓，狋）＝狌（ξ），　　ξ＝狓－犮狋－狓０． （４）

式（４）中：常数犮表示波速；狓０ 为常数．将式（４）代入方程（１），然后关于ξ积分一次，根据边界条件（３），可

设积分常数为０，得

－犮狌＋１５（狌
３
＋狌狌″）＋狌

（４）
＝０． （５）

　　此处，要求方程（１）的弱解狌（狓，狋）＝狌（ξ）满足对称性条件，即

狌（－ξ）＝狌（ξ），　　ξ∈ （－∞，＋∞）． （６）

　　考虑方程（５）中狌
３，狌狌″和狌

（４）的齐次平衡［７?１０］，３犿＝２犿＋２＝犿＋４，得平衡数犿＝２．于是，设方程

（５）的解可表示为

狌＝犪０＋犪２（犌′／犌）
２，　　犪２ ≠０． （７）

式（７）中：犪０，犪２ 是待定常数，犌＝犌（ξ）满足二阶线性常微分方程，即

犌″（ξ）＋β犌（ξ）＝０． （８）

式（８）中：β为待定常数．

特别地，当β＜０时，

犌′／犌＝ －槡 βｔａｎｈ（ －槡 βξ＋ξ０）， （９）

或者

犌′／犌＝ －槡 βｃｏｔｈ（ －槡 βξ＋ξ１）． （１０）

式（９），（１０）中：ξ０，ξ１ 为常数．

将式（７）代入方程（５）的左端并利用方程（８），则方程（５）的左端化为犌′／犌的多项式．置多项式的系

数为０，得到关于犪０，犪２，β和犮的代数方程组，利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ符号软件，解得该方程组的三组解，分

别是

ｉ）β＜０，犪０＝－２β，犪２＝－１，犮＝１６β
２；

ｉｉ）β＜０，犪０＝
槡－１５－ １０５

１５ β，犪２＝－２，犮＝－２（槡１０５－１１）β
２；

ｉｉｉ）β＜０，犪０＝
槡－１５＋ １０５

１５ β，犪２＝－２，犮＝２（槡１０５＋１１）β
２．

将解ｉ）～ｉｉｉ）及式（９）分别代入式（７），得方程（１）的精确孤立波解，即

狌１（狓，狋）＝－２βｓｅｃｈ
２（ －槡 βξ＋ξ０），　　ξ＝狓－１６β

２狋－狓０；

狌２（狓，狋）＝
－１５－ 槡１０５

１５ β＋２βｔａｎｈ
２（ －槡 βξ＋ξ０），　　ξ＝狓＋２（槡１０５－１１）β

２狋－狓０；

狌３（狓，狋）＝
－１５＋ 槡１０５

１５ β＋２βｔａｎｈ
２（ －槡 βξ＋ξ０），　　ξ＝狓－２（槡１０５＋１１）β

２狋－狓０．

　　将解ｉ）～ｉｉｉ）及式（１０）分别代入式（７）得方程（１）的精确孤立波解，即

狌４（狓，狋）＝－２βｃｓｃｈ
２（ －槡 βξ＋ξ１），　　ξ＝狓－１６β

２狋－狓０；

狌５（狓，狋）＝
－１５－ 槡１０５

１５ β＋２βｃｏｔｈ
２（ －槡 βξ＋ξ１），　　ξ＝狓＋２（槡１０５－１１）β

２狋－狓０；

狌６（狓，狋）＝
－１５＋ 槡１０５

１５ β＋２βｃｏｔｈ
２（ －槡 βξ＋ξ１），　　ξ＝狓－２（槡１０５＋１１）β

２狋－狓０．

　　为满足对称性条件（６），引入函数狌７（狓，狋）＝－２βｓｅｃｈ
２（ －槡 β｜ξ｜＋ξ０），ξ＝狓－１６β

２狋－狓０，ξ０≥０．易

知，当ξ＜０时，狌７ 也满足方程（１），而狓＝σ（狋）＝１６β
２狋＋狓０ 为函数狌７ 的导数的间断曲线．根据定理１，解
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狌７ 在间断曲线狓＝σ（狋）＝１６β
２狋＋狓０ 上满足Ｒａｎｋｉｎｅ?Ｈｕｇｏｎｉｏｔ条件，因此狌７ 是方程（１）的弱解．又因为

（狌７）
＋＝（狌７）

－＝－２βｓｅｃｈ
２

ξ０，故熵条件显然满足，弱解狌７ 是方程（１）的物理解
［１１］．

当ξ０＝０时，尖波狌７ 与光滑解重合；当ξ０＞０时，尖波的振幅是－２βｓｅｃｈ
２

ξ０；波速犮＝１６β
２ 与振幅有

关，且犮，狓０ 与ξ０ 都是独立参数；尖波与光滑孤波等宽．

类似地，可引入函数

狌８（狓，狋）＝
－１５－ 槡１０５

１５ β＋２βｔａｎｈ
２（ －槡 β狘ξ狘＋ξ０），

ξ＝狓＋２（槡１０５－１１）β
２狋－狓０，　　ξ０ ≥０；

狌９（狓，狋）＝
－１５＋ 槡１０５

１５ β＋２βｔａｎｈ
２（ －槡 β狘ξ狘＋ξ０），

ξ＝狓－２（槡１０５＋１１）β
２狋－狓０，　　ξ０ ≥０．

　　当ξ０＞０时，第１类孤立波解狌７～狌９ 均有尖峰；当ξ０＝０时，对应于经典的光滑孤波解，经典的钟状

孤立波解有光滑的波峰．

狌１０（狓，狋）＝２βｃｓｃｈ
２（ －槡 β狘ξ狘＋ξ１），　　ξ＝狓－１６β

２狋－狓０，　　ξ１ ＞０；

狌１１（狓，狋）＝
－１５－ 槡１０５

１５ β＋２βｃｏｔｈ
２（ －槡 β狘ξ狘＋ξ１），

ξ＝狓＋２（槡１０５－１１）β
２狋－狓０，　　ξ０ ＞０；

狌１２（狓，狋）＝
－１５＋ 槡１０５

１５ β＋２βｃｏｔｈ
２（ －槡 β狘ξ狘＋ξ１），

ξ＝狓＋２（槡１０５＋１１）β
２狋－狓０，　　ξ０ ＞０．

　　当ξ１＞０时，第２类孤立波解狌１０～狌１２均有倒尖峰．根据定理１，解狌１０～狌１２也满足Ｒａｎｋｉｎｅ?Ｈｕｇｏｎｉ

ｏｔ条件，因而是方程（１）的弱解．由于熵条件成立，所以解狌１０～狌１２为方程（１）的物理解．当ξ０＞０（ξ１＞０）

时，解狌７～狌１２在间断曲线上有尖峰（倒尖峰）．这些解在以往文献中尚未报道．相同相速犮＝１６下，孤立

解狌７ 的图形，如图１所示．图１中，曲线从上到下分别为ξ０＝０，ξ０＝１／２，ξ０＝１，ξ０＝３／２．相同相速犮＝１６

下，孤立波解狌１０的图形，如图２所示．图２中，曲线从下到上分别为ξ１＝６／５，ξ１＝７／５，ξ１＝８／５，ξ１＝９／５．

　　图１　孤立波狌７ 图２　孤立波狌１０　

　Ｆｉｇ．１　Ｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ狌７ Ｆｉｇ．２　Ｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ狌１０

２　结论

ＳＫＲ方程的尖孤立波尚未见有文献报道．首先，给出了满足守恒律的非线性发展方程的行波解满

足Ｒａｎｋｉｎｅ?Ｈｕｇｏｎｉｏｔ条件的定理；然后，利用（犌′／犌）展开法求出了ＳＫＲ方程的具有对称性的行波解，

首次构造出了ＳＫＲ方程的两类尖孤立波解．这两类尖孤立波解的振幅均有限，满足Ｒａｎｋｉｎｅ?Ｈｕｇｏｎｉｏｔ

条件和熵条件，因而为ＳＫＲ方程的物理解．

当ξ０＝０时，第１类尖孤立波解狌７～狌９ 对应于经典的光滑孤波解，因此，比经典的孤波解更具有一

般性．文中的工作拓展了（犌′／犌）展开法的应用范围
［７?８］．

另外Ｌｉａｏ等
［１］认为尖孤立波可能是浅水波模型的一个一般性质，文中则从数学角度严格证明了具
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有尖孤立波解的方程必须满足的条件，即满足定理１的条件，边界条件（３）及对称性条件（６），依据这些

条件即可扩展具有尖孤立波解的方程的类型．
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