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解析函数的复合边值逆问题

武模忙，林峰，李锦成

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　给出解析函数的复合边值逆问题的数学提法．利用已有的复合边值问题的结果，讨论此边值逆问题的

可解性，并给出其可解条件和解的积分表达式．
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文献［１?２］给出一类解析函数的Ｒｉｅｍａｎｎ边值逆问题的提法，讨论了该边值逆问题的正则型和非

正则型情况的解法．文献［３］给出解析函数的 Ｈｉｌｂｅｒｔ边值逆问题的提法，讨论了此边值逆问题的可解

性，给出其可解条件和解的表达式．文献［４?５］给出了半平面中解析函数的 Ｈｉｌｂｅｒｔ边值逆问题的提法，

得到了该边值逆问题的可解条件和解的积分表达式．文献［６?８］分别研究了广义解析函数的Ｒｉｅｍａｎｎ

边值问题、一类Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值逆问题及半平面中的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值逆问题．文献［９?１１］分别讨论了解析

函数的非正则型ＲｉｅｍａｎｎＨｉｌｂｅｒｔ边值逆问题、解析函数在开口弧段上的Ｒｉｅｍａｎｎ边值逆问题，以及双

解析函数在开口弧段上的Ｒｉｅｍａｎｎ边值逆问题．本文将讨论解析函数的复合边值逆问题．

１　问题的提法

设犔为复平面中的一单位圆｜狋｜＝１且已取定逆时针向为其正向，其内域记为犇．在犇内又有一组

互相外离的封闭光滑曲线Γ１，Γ２，…，Γ狀，均已取定顺时针向为其正向．记Γ＝∑
狀

犼＝１

Γ犼，Γ犼 所围内域记为

犇－
犼 ，而犔与Γ间所围区域记为犇

＋
０ ．

求函数组（Φ（狕），Ψ１（τ），Ψ２（τ））．其中：Φ（狕）为犇 中以Γ 为跳跃曲线的分区全纯函数；Ψ１（τ）为Γ

上的犎 类函数；Ψ２（τ）为犔上的犎 类实函数．满足下列边值条件，即

犌１，１（τ）Φ
＋ （τ）＝犌１，２（τ）Φ

－ （τ）＋犵１（τ）Ψ１（τ）＋犺１（τ），　　τ∈Γ，

犌２，１（τ）Φ
＋ （τ）＝犌２，２（τ）Φ

－ （τ）＋犵２（τ）Ψ１（τ）＋犺２（τ），　　τ∈Γ
烍
烌

烎，
（１）

Ｒｅ［λ１（狋）Φ
＋ （狋）］＝狉１（狋）Ψ２（狋）＋犮１（狋），　　狋∈Γ，

Ｒｅ［λ２（狋）Φ
＋ （狋）］＝狉２（狋）Ψ２（狋）＋犮２（狋），　　狋∈Γ

烍
烌

烎．
（２）

式（１），（２）中：犌狆狇（τ），犵狆（τ），犺狆（τ），狆＝１，２；狇＝１，２都是Γ上的已知犎 类函数；λ狆（狋）＝犪狆（狋）＋犻犫狆（狋），

犪狆（狋），犫狆（狋），狉狆（狋），犮狆（狋），狆＝１，２都是犔上的已知犎 类实函数，且狉１（狋）瓪狉２（狋）．

记犌１（τ）＝
犌１，１（τ） 犵１（τ）

犌２，１（τ） 犵２（τ）
，犌２（τ）＝

犌１，２（τ） 犵１（τ）

犌２，２（τ） 犵２（τ）
，犌３（τ）＝

犌１，１（τ） 犌１２（τ）

犌２，１（τ） 犌２，２（τ）
，犌４（τ）＝

犺１（τ） 犌１，２（τ）

犺２（τ） 犌２，２（τ）
，珘犺（τ）＝

犺１（τ） 犵１（τ）

犺２（τ） 犵２（τ）
，λ（狋）＝

λ１（狋）狉１（狋）

λ２（狋）狉２（狋）
，狉（狋）＝

１ 狉１（狋）

１ 狉２（狋）
，犮（狋）＝

犮１（狋）狉１（狋）

犮２（狋）狉２（狋）
．其中，τ，狋∈Γ．
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　　上述问题称为解析函数的复合边值逆问题，简称为ＲＨ
－１问题，若犌１（τ）≠０，犌２（τ）≠０，λ（狋）≠０，则

称该逆问题为正则型ＲＨ－１问题，否则称为非正则型ＲＨ－１问题．以下讨论正则型ＲＨ－１问题．

２　问题的转化

由式（１）的第一式两端乘以犵２（τ），并与式（１）的第二式两端乘以犵１（τ）后相减，可得

Φ
＋ （τ）＝犌（τ）Φ－ （τ）＋犺（τ）　　τ∈Γ． （３）

式（３）中：犌（τ）＝
犌２（τ）

犌１（τ）
，犺（τ）＝

珘犺（τ）

犌１（τ）
，τ∈Γ．

由式（２）的第一式两端乘以狉２（狋），并与式（２）的第二式两端乘以狉１（狋）后相减，可得

Ｒｅ［λ（狋）Φ＋ （狋）］＝犮（狋），　　狉∈Γ． （４）

　　这样，若求满足ＲＨ
－１问题边值条件的分区全纯函数Φ（狕），即求满足以下复合边值问题

Φ
＋ （τ）＝犌（τ）Φ－ （τ）＋犺（τ）　　τ∈Γ，

Ｒｅ［λ（狋）Φ＋ （狋）］＝犮（狋），　　　　狋∈
烍
烌

烎Γ
（５）

的分区全纯函数Φ（狕）．

记ｌｎ犱Γ
犼
犌（τ）＝

１

２π
［ａｒｇ犌（τ）］Γ

犼
＝κ犼，ｌｎ犱Γ犌（τ）＝κ＝∑

狀

犼＝１

κ犼，ｌｎ犱犔λ（狋）＝
１

２π
［ａｒｇλ（狋）］Γ ＝犽，

犓 ＝犽＋κ，而把２犓 称为所提ＲＨ
－１问题的指标．

由文献［１２］可知，复合边值问题（５）的一般解为

Φ（狕）＝犡（狕）＝Φ０（狕）＋Φ１（狕）， （６）

且有

Φ１（狕）＝
犡（狕）

２π犻∫Γ
犺（ζ）ｄζ

犡＋ （ζ）（ζ－狕）
＋犡（狕）犉（狕），　　狕Γ， （７）

犡（狕）＝

ｅｘｐ（Γ（狕））

∏（狕）
，　　狕∈犇

＋
０ ＋犔，

ｅｘｐ（Γ（狕）），　 　狕∈∑
狀

犼＝１

犇－犼

烅

烄

烆
，

（８）

式（８）中：∏（狕）＝∏
狀

犼＝１

（狕－狕犼）
κ
犼；Γ（狕）＝

１

２π犻∫Γ
ｌｏｇ［∏（ζ）犌（ζ）］

ζ－狕
ｄζ；狕犼为犇

－
犼 内任意的点．

以下不妨取犉（狕）≡０，Φ０（狕）由下式确定，即

Ｒｅ［λ（狋）犡（狋）Φ＋０（狋）］＝犮
（狋），　　狋∈Γ． （９）

式（９）中：犮（狋）＝犮（狋）－Ｒｅ［λ（狋）犡（狋）Φ１（狋）］，犮
（狋）∈犎 于犔 上，λ（狋）犡（狋）∈犎 于犔 上．

３　问题的求解

３．１　犎犻犾犫犲狉狋边值问题（９）的求解

考虑如下Ｒｉｅｍａｎｎ边值问题

Ω
＋ （狋）＝犌（狋）Ω－ （狋）＋犵（狋），　　狋∈犔． （１０）

式（１０）中：犌（狋）＝
λ（狋）犡（狋）

λ（狋）犡（狋）
，犵（狋）＝

２犮（狋）

λ（狋）犡（狋）
，狋∈犔．Ｒｉｅｍａｎｎ边值问题（１０）的指标为

κ′＝ｌｎ犱Γ犌
（狋）＝ｌｎ犱Γ

λ（狋）犡（狋）

λ（狋）犡（狋［ ］） ＝ｌｎ犱Γ
λ（狋）

λ（狋［ ］）＋ｌｎ犱Γ
犡（狋）

犡（狋［ ］）＝

２ｌｎ犱Γλ（狋）－２ｌｎ犱Γ犡（狋）＝２犽－２ｌｎ犱Γ ∏
狀

犼＝１

（狋－狕犼）
κ
犼ｅｘｐ（Γ（狋［ ］））＝

２犽－２（－κ＋ｌｎ犱Γｅｘｐ（Γ（狋）））＝２（犽＋κ）＝２犓．

　　Ⅰ）当犓≥０时，Ｒｉｅｍａｎｎ边值问题（１０）在犚０ 中有一个特解，即
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Ω０（狕）＝
犡１（狕）

π犻∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狕）

，　　狕犔． （１１）

式（１１）中：犡１（狕）＝
犆ｅｘｐ（Γ１（狕）），狘狕狘＜１，

犆狕－２犓ｅｘｐ（Γ１（狕）），狘狕狘＞１
烅
烄

烆 ；
Γ１（狕）＝

１

２π犻∫Γ
ｌｏｇ［ξ

－２犓犌（ξ）］

ξ－狕
ｄξ；犡

＋
１（狋）＝

狋２犓犡－
１（狋）．这里已取犆＝ｅｘｐ －

犻
４π∫

２π

０
ａｒｇ－狋

－２犓λ（狋）犡（狋）

λ（狋）犡（狋［ ］）ｄ｛ ｝θ ，狋＝ｅｘｐ（ｉθ）．
令

Ω（狕）＝
１

２
［Ω１（狕）＋Ω０（狕）］＝

犡１（狕）

２π犻∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狕）

＋

狕２犓＋１犡１（狕）

２π犻 ∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）ξ

２犓＋１（ξ－狕）
，　　狕犔． （１２）

式（１２）中，Ω０（狕）是Ω０（狕）关于｜狋｜＝１的对称扩张，则有珘０（狕）＝Ω（狕），｜狋｜＜１是 Ｈｉｌｂｅｒｔ边值问题（９）

的一个特解．因此，Ｈｉｌｂｅｒｔ边值问题（９）的一般解为

Φ０（狕）＝珘０（狕）＋犡１（狕）∑
２犓

犼＝０

犆犼狕
犼． （１３）

式（１３）中，犆０，犆１，犆２，…，犆２犓－１，犆２犓为任意常数，且须满足

犆０ ＝珚犆２犓，犆１ ＝犆２犓－１，…，犆犓－１ ＝珚犆犓＋１，犆犓 ＝珚犆犓． （１４）

　　Ⅱ）当犓＜０时，当且仅当条件

∫Γ
ξ
犿犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）

＝０，　　犿＝０，１，…，－２犓－２ （１５）

成立时，Ｈｉｌｂｅｒｔ边值问题（９）有唯一解为

Φ０（狕）＝
犡１（狕）

２π犻∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狕）

，　　狘狕狘＜１． （１６）

　　因此，复合边值逆问题的解中Φ（ｚ）的表达式为

Φ（狕）＝犡（狕）Φ０（狕）＋Φ１（狕）． （１７）

式（１７）中：当犓≥０时，Φ０（狕）由式（１３）给出；当犓＜０时，当且仅当条件式（１５）满足，Φ０（狕）由式（１６）给

出．此外，Φ１（狕），犡（狕）分别由式（７）和式（８）给出．

３．２　Ψ１（τ）的求解

将复合边值逆问题的解Φ（狕）代入式（１）中，将其第一式两端乘以犌２，２（τ）并与与第二式两端乘以

犌１，２（τ）后相减，可得

Ψ１（τ）＝
犌３（τ）

犌２（τ）
Φ
＋ （τ）＋

犌４（τ）

犌２（τ）
＝－
犌３（τ）

犌２（τ）
［犡＋ （τ）Φ０（τ）Φ

＋
１（τ）］＋

犌４（τ）

犌２（τ）
． （１８）

式（１８）中，当犓≥０时，Φ０（τ）由τ代入式（１３）得到；当犓＜０时，当且仅当条件式（１５）满足时，Φ０（τ）由τ

代入式（１６）得到．由式（７），（８）及Ｃａｕｃｈｙ型积分Ｐｌｅｍｅｌｊ公式，可以得到

Φ
＋
１（τ）＝

犺（τ）

２
＋
犡＋ （τ）

２π犻∫Γ
犺（ζ）ｄζ

犡＋ （ζ）（ζ－τ）
，　　狕Γ， （１９）

犡＋ （τ）＝
ｅｘｐ（Γ＋ （τ））

∏（τ）
，　　τ∈Γ． （２０）

３．３　Ψ２（狋）的求解

将复合边值逆问题的解Φ（狕）代入式（２）中，两式相减可得

Ｒｅ［（λ２（狋）－λ１（狋））Φ
＋ （狋）］＝狉（狋）Ψ２（狋）＋犮２（狋）－犮１（狋），　　狋∈犔， （２１）

２狉（狋）Ψ２（狋）＝（λ２（狋）－λ１（狋））Φ
＋ （狋）＋（λ２（狋）－λ１（狋））Φ

＋ （狋）－

２（犮２（狋）－犮１（狋）），　　狋∈犔．
（２２）

　　（Ⅰ）当犓≥０时，由于有
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Φ（狕）＝犡（狕）珘０（狕）＋犡（狕）犡１（狕）∑
２犓

犼＝０

犆犼狕
犼＋Φ１（狕）， （２３）

所以有

２狉（狋）Ψ２（狋）＝（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）珘
＋
０（狋）＋（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）珘

＋
０（狋）＋

（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）犡
＋
０（狋）∑

２犓

犼＝０

犆犼狋
犼＋（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）犡

＋
１（狋）∑

２犓

犼＝０

犆犼狋
犼＋

（λ２（狋）－λ１（狋））Φ
＋
１（狋）＋（λ２（狋）－λ１（狋））Φ

＋
１（狋）－２（犮２（狋）－犮１（狋））＝

犐１＋犐２＋犐３＋犐４． （２４）

式（２４）中：犐１ 为和式中第１，２项之和，犐２ 为第３，４项之和，犐３ 为第５，６项之和，犐４ 为第７项．

注意到有

珘

＋
０（狋）＝Ω

＋ （狋），　　珘
＋
０（狋）＝Ω

－ （狋）．

　　由Ｃａｕｃｈｙ型积分Ｐｌｅｍｅｌｊ公式，可以得到

珘

＋
０（狋）＝Ω

＋ （狋）＝
犮（狋）

λ（狋）犡（狋）
＋
犡＋１（狋）

２π犻∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狋）

＋

狋２犓＋１犡＋１（狋）

２π犻 ∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）ξ

２犓＋１（ξ－狋）
， （２５）

珘

＋
０（狋）＝Ω

－ （狋）＝－
犮（狋）犡－１（狋）

λ（狋）犡（狋）犡＋１（狋）
＋
犡－１（狋）

２π犻∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狋）

＋

狋２犓＋１犡－１（狋）

２π犻 ∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）ξ

２犓＋１（ξ－狋）
， （２６）

所以有

犐１ ＝
犮（狋）犡２（狋）

λ（狋）犡（狋）犡＋１（狋）
＋
犡３（狋）

２π犻
×

［∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狋）

＋狋
２犓＋１

∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）ξ

２犓＋１（ξ－狋）
］． （２７）

式中：犡２（狋）＝（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）犡
＋
１ （狋）－（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）犡

＋
１ （狋）；犡３（狋）＝（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）×

犡＋
１ （狋）－（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）犡

＋
１ （狋）．

注意到犡＋
１ （狋）狋

２犓犡－
１ （狋）及式（１４），可以得到

犐２ ＝犡３（狋）∑
２犓

犼＝０

犆犼狋
犼， （２８）

犐３ ＝２Ｒｅ［（λ２（狋）－λ１（狋））Φ
＋
１（狋）］， （２９）

犐４ ＝－２（犮２（狋）－犮１（狋））， （３０）

所以有

Ψ２（狋）＝ （犐１＋犐２＋犐３＋犐４）／２狉（狋）． （３１）

式（３１）中：犐１，犐２，犐３，犐４ 分别由式（２７）～（３０）给出．

（Ⅱ）当犓＜０时，当且仅当条件式（１５）成立时，其唯一解为

Φ（狕）＝犡（狕）Φ０（狕）＋Φ１（狕）．

其中，Φ０（狕）由式（１６）给出，所以有

２狉（狋）Ψ２（狋）＝（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）Φ
＋
０（狋）＋（λ２（狋）－λ１（狋））犡（狋）Φ

＋
１（狋）＋

（λ２（狋）－λ１（狋））Φ
＋
０（狋）＋（λ２（狋）－λ１（狋））Φ

＋
１（狋）－２（犮２（狋）－犮１（狋））＝

犐′１＋犐３＋犐４． （３２）

式（３２）中，犐′１ 为和式中第１，２项之和．注意到有

Φ
＋
１（狋）＝Ω

＋
０（狋），　　Ω

＋
０（狋）＝Ω

－
０（狋）．

用上述同样的方法，可以得到
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Φ
＋
１（狋）＝

犮（狋）

λ（狋）犡（狋）
＋
犡＋１（狋）

π犻∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狋）

， （３３）

Φ
＋
０（狋）＝－

犮（狋）犡－１（狋）

λ（狋）犡（狋）犡＋１（狋）
＋
犡－１（狋）

π犻∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狋）

， （３４）

所以有

犐′１ ＝
犮（狋）犡２（狋）

λ（狋）犡（狋）犡＋１（狋）
＋
犡３（狋）

π犻∫Γ
犮（ξ）ｄξ

λ（ξ）犡（ξ）犡
＋
１（ξ）（ξ－狋）

， （３５）

即有

Ψ２（狋）＝ （犐′１＋犐３＋犐４）／２狉（狋）， （３６）

式（３６）中：犐′１，犐３，犐４ 分别为式（３５），（２９），（３０）给出．

定理１　对于正则型ＲＨ
－１问题，当犓≥０时，其一般解为（Φ（狕），Ψ１（狋），Ψ２（狋）），其中Φ（狕），Ψ１（τ），

Ψ２（τ）分别由式（１６），（１７），（３３）给出；而当犓＜０时，当且仅当条件式（１６）满足时，其有唯一解（Φ（狕），

Ψ１（狋），Ψ２（狋）），其中Φ（狕），Ψ１（τ），Ψ２（τ）分别由式（１６），（１７），（３６）给出．
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