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采用类桁架连续体的桁架结构拓扑优化方法

李霞，周克民

（华侨大学 土木工程学院，福建 厦门３６１０２１）

摘要：　为了将非均匀各向异性类桁架连续体离散化为工程实际需要的杆系结构，分析了类桁架结构的性质

和集中杆的确定方法，建立了类桁架结构的离散化方法．算例显示：采用先构造类桁架连续体，再离散化为杆

系结构的方法是可行的，得到非常接近解析解的结果．
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Ｍｉｃｈｅｌｌ桁架是精确的理论解，经常被用来检验各种数值优化方法的正确性，但由于没有一般的求

解方法，求解困难［１?３］．因此，许多数值方法大多采用有限元数值分析方法
［４?７］．为了克服数值不稳定问

题，陆续提出了周长控制、梯度控制等方法［８］．这些方法不仅增加了计算量，而且计算过程中的一些控制

参数事先难以估计，不适当的参数可能会得不到有意义的结果．Ｍｉｃｈｅｌｌ理论已经揭示了拓扑优化结构

的类桁架性质，拓扑优化结构理论上一般是非均质各向异性连续体．因此，上述优化方法所采用的各向

同性材料无法精确描述这种拓扑优化结构．一些学者
［９?１１］将问题完全放松，采用一般各向异性材料模

型．但是这种材料与工程结构没有明确的对应关系，后期处理困难，而且也没有反映类桁架结构的本质．

本文提出有限元优化类桁架连续体方法，解决了求解困难［１２?１５］．

１　类桁架连续体离散化

１．１　类桁架连续体中杆件的分布性质

按照 Ｍｉｃｈｅｌｌ理论，拓扑优化结构是由无限细、无限密杆件构成的类桁架连续体．习惯上将杆件在

单工况应力约束下的优化分布区域分为５种：单向拉伸（Ｒ＋）、单向压缩（Ｒ－）、各向均匀拉伸（Ｓ＋）、各向

均匀压缩（Ｓ－）和两向分别拉压（Ｔ）．如果不区分拉压，去掉上角标中的符号，可归纳为３类：单向拉压

（Ｒ，杆件沿拉压方向），各向均匀拉压（Ｓ，杆件沿任意方向）和两向分别拉压（Ｔ，杆件沿拉压两个方向）．

对于多工况或其他约束，杆件优化分布性质有所不同．将以上杆件优化分布划分方式推广到更一般的情

况，其中：Ｓ区域仍然表示杆件任意分布；Ｒ区域表示杆件沿某个单一方向分布；而Ｔ区域表示杆件沿某

几个确定方向（不限于２个，也不一定正交）分布．这种划分方式可以包括杆件所有分布情况．Ｓ区域由

于杆件优化方向是任意分布的，所以不需要研究其优化方向，实际优化问题中也不常见．但是，实际优化

问题中会经常遇到Ｓ区域退化为１个孤立的点的特殊情况，这是一个比较特殊的情况．例如当许多杆件

汇交于一点时就会出现这种情况，文中将这样的点称为“奇异点”．

在优化的杆件分布场中存在分布杆件和集中杆件两种情况．分布杆有无限多，不可能都保留．但集

中杆数量有限，全部是平衡必需的，应该全部保留．

１．２　集中杆件的选择

一个力学问题有力和位移两种边界条件，在有限元计算中，各种荷载一般都要等效到结点上，形成
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结点集中力．在有限元分析完成后，位移边界条件也可以转化为结点集中力．一个优化问题实际上就是

设计这些集中力的优化传递路径．因此，文中只讨论结点集中力的情况．结点集中力需要集中杆件传递，

或者需要无限多汇交于一点的分布杆件．当无限多的分布杆件汇交于一点时，杆件在汇交点位置的方向

不确定，该点就是奇异点（Ｓ区）．因此，集中力作用点（包括位移约束结点，以下不再特别说明）的位置必

然有集中杆件或是奇异点．从平衡的角度看，由于集中杆件也可以理解为集中力，所以集中杆件的端部

必然是集中力或奇异点，选择所有集中力作用点和奇异点作为集中杆可能经过的位置，在这些位置上布

置杆件就可以将所有集中杆件选择上．

确定奇异点位置的杆件方向比较困难，需要进一步分析．分布杆的奇异点位置的杆件方向不确定，

由于集中杆的两端只能是集中力或奇异点，而集中力和奇异点的数量是有限的，所以为了将两个端点都

位于奇异点位置的集中杆件也选上，在每个奇异点位置分别选择指向其他每个奇异点方向的杆件．

１．３　分布杆件的选择

无论是集中杆件还是分布杆件，由于仅考虑轴力而不考虑弯矩作用，曲杆仅在杆端力的作用下不能

平衡，必须借助横向分布杆件．因此，在曲杆的横向应该有分布杆件．

在形成杆系结构过程中，分布杆件选择要适当．杆件选多了可以减少误差，更接近理论解，但过多的

杆件并不实用．选择的标准是用最少的杆件实现最小的误差．

分布杆与集中杆结构的体积误差，如图１所示．图１（ａ）中：曲线犃犅表示一段集中曲杆；曲率半径为

犚；圆心角为２α；圆心为犗；犃，犅两端的集中力犉 分别为沿圆弧在犃，犅点的切向．如果曲杆犃犅不受弯

矩作用，在扇形犃犅犗区域内应有径向分布杆，即 Ｍｉｃｈｅｌｌ桁架的一个扇形段，使得圆弧杆的横向受到分

布应力σ的作用，它传递犃，犅和犗３点集中力在理论上的最优传力路径
［１３］．根据圆弧杆犃犅的竖向平

衡条件，可以知道这些分布杆件的合力作用在犗点，大小为２犉ｓｉｎα．假设这个扇形区域内有均匀径向应

图１　分布杆与集中杆结构的体积误差

Ｆｉｇ．１　Ｖｏｌｕｍｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ

ａｎｄｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｍｅｍｂｅｒｓ

变ε，材料的弹性模量为犈，那么，所需材料体积为犞犿＝

（４犉犚／犈ε）α．

１．４　离散杆件系统体积误差估计

采用图１（ｂ）所示的三角形离散桁架来代替图１（ａ）所

示的理论上的分布杆，由平衡关系，图１（ｂ）中各杆件的轴

力为

犉１ ＝
犉
ｃｏｓα

，　　犉２ ＝犉ｔａｎα． （１）

　　在同样的应变场下，三角形离散桁架的体积为

犞犇 ＝
１

犈ε∑犉犻犾犻 ＝
１

犈ε
（犉１犾１＋２犉２犚）＝

４犉犚
犈ε
ｔａｎα． （２）

　　由式（２）减式（１），得到两个结构的体积误差，即

Δ犞 ＝
４犉犚
犈ε
（ｔａｎα－α）． （３）

　　如果离散结构的杆件较多，其圆心角不会太大，可以利用三角函数的展开式，即

ｔａｎαα＋α
３／３， （４）

　　将式（４）代入式（３），得

Δ犞 ＝
４犉犚
３犈ε
α
３． （５）

　　由图１（ａ）的平衡关系，得

∑犉狔 ＝０∶∫
α

－α
σ狆犚狋ｃｏｓφｄφ＝２犉ｓｉｎα． （６）

式（６）中：狋是径向杆件在环向截面上的杆件密度．作为近似估计，假设密度是线性变化，则

狋（φ）＝狋１＋
φ＋α
２α

（狋２－狋１），　　ｄ狋（φ）＝
狋２－狋１
２α

ｄφ． （７）
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　　将式（７）代入式（６）的积分表达式，得

∫
α

－α
σ狆犚ｃｏｓφ狋ｄφ＝犈ε犚∫

α

－α
狋ｄｓｉｎφ＝犈ε犚狋ｓｉｎφ狘

α
－α－犈ε犚∫

α

－α
ｓｉｎφｄ狋＝

犈ε犚（狋２＋狋１）ｓｉｎα－犈ε犚
狋２－狋１
２α∫

α

－α
ｓｉｎφｄφ＝犈ε犚（狋２＋狋１）ｓｉｎα． （８）

　　再将式（８）代入式（６）中，得

犈ε犚（狋２＋狋１）＝２犉． （９）

　　最后，将式（９）代入式（５）中，得

Δ犞 ＝
２

３
犚２α

３（狋２＋狋１）＝
４

３
α狊
２珋狋． （１０）

式（１０）中：狊为弧；珋狋为径向杆件的横截面平均面积．

结点犻位置的径向杆件在环向截面的密度记作为狋犻，角度为α犻．结点犻与结点犻－１之间的单元边界

长为狊犻．结点１到犽之间径向杆件的平均环向截面面积的计算式为

珋狋＝∑
犽

犻＝１

狊犻（狋犻＋狋犻－１）／∑
犽

犼＝１

狊犼． （１１）

　　将式（１１）代入式（１０）中，得

Δ犞 ＝
２

３
（α犽－α０）∑

犽

犼＝１

狊犼·∑
犽

犻＝１

狊犻（狋犻＋狋犻－１）． （１２）

　　由离散杆系代替连续分布杆件引起的体积增加量（Δ犞）作为控制条件，决定离散杆件的选择．

２　算法的实现

２．１　离散杆系结构

由于集中杆件的端部一定是集中力或奇异点，所以在每个集中力作用点布置杆件，并且所有奇异点

之间连接杆件就可以保证所有集中杆件都被选择上．由于分布杆件无限多，不能全部保留，只能保留相

距一定间距的部分杆件．将其余的分布杆件集中到被保留的杆件上．确定杆件间距的依据就是使式（１２）

为常数．此外，还有２点需要说明．

１）在奇异点附近，杆件向奇异点汇交，因此该区域的杆件变化较大．因为集中力作用点附近会有应

力集中，计算误差也会较大．根据奇异点的性质，在奇异点附近的杆件方向做特别的处理．当杆件进入奇

异点附近时，杆件方向一律直接与奇异点相连．进入奇异点附近的标准是杆件与奇异点的距离小于单元

边长的一半．

２）由于存在数值计算误差，没有材料部分的杆件密度会比０大一些．特别是对于位移约束结点，设

图２　奇异点判断

Ｆｉｇ．２　Ｊｕｄｇｍｅｎｔｏｆ

ｓｉｎｇｕｌａｒｎｏｄｅ

定一个阀值，当密度低于阀值时认为没有杆件了．

２．２　奇异结点的判断

在形成离散结构过程中，判断奇异点是一个比较困难的问题．从理论上

讲，杆件汇交点就是奇异点．但是，由于数值计算误差的存在，计算结果并不能

保证相邻几个结点的杆件恰好相交于奇异点．奇异点判断，如图２所示．图２

中：假设结点犻是奇异点；围绕结点犻的所有结点（称为相邻结点）为犼，犼∈犑犻；

相邻结点与结点犻同属于一个单元，包括没有边联接的结点２；密度足够大的

杆件都汇交结点犻．奇异点是汇交点，所以密度应该比周围的密度大．结点犼密

度最大方向杆件所在直线到结点犻的距离应足够小．两个连续的相邻点和奇

异点就构成属于犛区域的一个子域，为了避免误判，要求至少存在２个这样的连续子域．

２．３　确定潜在杆件的过程

１）选择所有集中力作用结点包括位移约束结点，沿着杆件密度足够大的方向画线段，交于单元的

边界作为线段终点．由该线段终点所在单元边界两端的结点处的杆件密度和方向，插值得到线段终点处

的杆件密度和方向．
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２）为了提高计算精度，取线段起点和终点的杆件方向的平均值，从起点重新画该直线，得到修正的

线段．

３）以该线段终点为下一线段的起点画下一段线段，直到域边界或密度过小，得到若干直线段连接

而成的折线．

４）重新沿该折线逐段计算式，累计达到指定值标记一个“结点”；再计算下一段，得到若干结点．

５）分别从这些结点开始，沿横向画另一组折线；

６）重复过程１）～３），得到一个曲线网络．曲线网络相交点作为结点，用直线代替两个结点之间的折

图３　力学模型

Ｆｉｇ．３　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌ

线构成离散桁架．

３　算例

力学模型，如图３所示．图３中：矩形设计域左边固定；上边作用两个

集中力．按照满应力准则，任意位置的应变不超过允许应变．当离散后的结

构杆件足够多，应变差异应该不大由于拓扑优化结果与力和尺寸大小无

关．集中力（狀）的大小分别取－２，－１，０，２，当狀从０到２之间变化时，拓

扑优化结果差别不大．因此，没有给出狀＝１的结果．采用４０×２０矩形单

元，优化的杆件分布场和离散桁架，如图４所示．图４中：左列给出杆件的优化分布；线段长度表示杆件

密度；线段方向表示杆件方向；右列给出对应的拓扑优化离散杆系结构．离散杆系结构中的杆件数量可

以根据需要选择，粗线表示压杆，细线表示拉杆．结果与理论解
［２，４］比较接近．

图４　优化的杆件分布场和离散桁架
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４　结束语

研究了基于类桁架材料模型的杆系结构拓扑优化方法．类桁架优化过程中没有抑制中间密度，完全

避免了数值不稳定问题．杆系结构通过选择类桁架中的部分杆件形成，杆件的数量可以直观地控制，从

而得到满足工程需要的结构．将桁架结果按照截面相等的原则转化为等厚带孔板，结果同样会比均匀化

等以单元表示结构拓扑的方法更精确，效率更高，具体实现方法是下一步要进行的工作．
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