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二阶线性系非振动的充要条件

陈敏，王晶海
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２．福州大学 数学与计算机科学学院，福建 福州３５０１１６）

摘要：　研究周期系数二阶线性微分方程系非振动理论，给出周期系数二阶线性微分方程系非振动的充要条

件，以及判别方程系非振动的充分条件．实例证明具有较好的实用性．
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１　预备知识

关于系统振动与非振动的研究很多［１?５］，其中绝大部分是研究振动的，结论一般是振动的充分条件．

本文给出非振动的充要条件及一个充分条件．考虑如下二阶周期系数线性系

狔″＋犪（狋）狔′＋犫（狋）狔＝０． （１）

式中：犪，犫∈犮′，犪（狋＋π）＝犪（狋），犫（狋＋π）＝犫（狋）．对式（１）作变换，狓＝狔·ｅｘｐ（
１

２∫
狋

０
犪（狋）ｄ狋），则式（１）变为

狓″＋犙（狋）·狓＝０． （２）

式（２）中：犙（狋）＝－
１

２
犪′（狋）－

１

４
犪２（狋）＋犫（狋），显然犙（狋＋π）＝犙（狋）．

定理犃　或者式（２）的所有非零解都只有有限个零点，或者式（２）的所有解都有无穷多个零点
［６］．

由于变换式因子ｅｘｐ（
１

２∫
狋

０
犪（狋）ｄ狋）没有零点，因此定理Ａ的结论对式（１）也是对的．

定义１　若式（１）的所有非零解都只有有限个零点，那么称式（１）是非振动的．若式（１）的所有解都

有无穷多个零点，那么称式（１）是振动的．

由于式（１）的非振动行可归结为式（２）的非振动性，所以文中只讨论式（２）的非振动性．

２　结论及其证明

定理犅
［６］
　式（２）非振动的充分且必要条件是对一切连续可微的π周期函数犠（狋）恒有

∫
π

０
犙（狋）·犠２（狋）≤∫

π

０

（犠′（狋））２ｄ狋． （３）

　　定理Ｂ实际上是一个判定式（２）振动的定理．若能找到一个连续可微的π周期函数犠０（狋），使

∫
π

０
犙（狋）·犠２

０（狋）ｄ狋＞∫
π

０

（犠′０（狋））
２ｄ狋，则式（２）是振动的．如果要判别式（２）非振动，定理Ｂ实际上是很难

应用的．为此，得到以下结论．

定理１　式（２）非振动的充分且必要条件是存在一个连续可微的π周期函数φ（狋），使

犙（狋）≤φ′（狋）－φ
２（狋）．

　　证明　充分性．设犙（狋）≤φ′（狋）－φ
２（狋），于是对任意连续可微的π周期函数犠（狋）有
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∫
π

０
犙（狋）·犠２（狋）ｄ狋≤∫

π

０

（φ′（狋）－φ
２（狋））犠２（狋）ｄ狋＝∫

π

０

［（φ犠
２）′－（φ犠 ＋犠′）

２（犠′）２］ｄ狋．

由于∫
π

０

（φ犠
２）′ｄ狋＝φ（狋）·犠

２（狋）
π

０
＝φ（π）·犠

２（π）－φ（０）·犠
２（０）＝０．所以∫

π

０
犙（狋）·犠２（狋）ｄ狋＝

∫
π

０

［－（φ犠 ＋犠′）
２
＋（犠′）

２］ｄ狋≤∫
π

０

（犠′（狋））２ｄ狋．由定理Ｂ可推出式（２）非振动．

必要性．设式（２）非振动．由文献［６］可知式（２）存在一个非零解实解犡（狋）及一个正数ρ，使

犡（狋＋π）＝ρ·犡（狋）． （４）

式（４）中：ρ实为式（２）的特征乘数．

可以肯定，对任意狋∈犚，犡（狋）≠０，若不然，可设犡（狋０）＝０，那么，对任意自然数狀有，犡（狋０＋狀π）＝

ρ
狀·犡（狋）＝０，这与式（２）非振动矛盾．所以犡（狋）没有零点．

设φ（狋）＝－犡′（狋）／犡（狋），于是有φ（狋＋π）＝－犡′（狋＋π）／犡（狋＋π）＝－ρ犡′（狋）／ρ犡（狋）．所以φ（狋）是π

周期函数．另一方面，由于φ′（狋）＝
－犡（狋）·犡″（狋）＋（犡′（狋））

２

犡２（犜）
＝－
犡″（狋）

犡（狋）
＋φ

２（狋）＝犙（狋）＋φ
２（狋）．所以

犙（狋）＝φ′（狋）－φ
２（狋）．这就证明了定理１．

注１　若取ψ（狋）＝φ（狋）＋犮，犮＞０常数且使２φ（狋）－犮＜０，则易证犙（狋）＜ψ′（狋）－ψ
２（狋）．

３　实例验证

设 １

π∫
π

０
犙（狋）ｄ狋又记犙（狋）－λ＝犳（狋）．显然犙（狋）＝λ＋犳（狋），∫

π

０
犳（狋）ｄ狋＝０．于是式（２）可改写为

狓″＋（λ＋犳（狋））·狓＝０．

　　引理１　若式（３）非振动，且犳（狋）不恒等于０，则必有λ＜０．

证明　由引理１可知，存在连续可微π周期函数φ（狋），使

λ＋犳（狋）≤φ′（狋）－φ
２（狋）．

由于有∫
π

０
犳（狋）ｄ狋＝０，∫

π

０
φ′（狋）ｄ狋＝０，所以λ≤

１

π∫
π

０
φ
２（狋）ｄ狋＜０．

下证λ≠０．若不然，设λ＝０，则φ（狋）≡０．从而有，犳（狋）≤０，由于∫
π

０
犳（狋）ｄ狋＝０，所以犳（狋）≡０，这与引

理的条件矛盾．因此，λ＜０．引理１证毕．

设犉（狓）是犳（狋）的原函数，且平均值为零．即

犉′（狋）＝犳（狋），　　∫
π

０
犉（狋）ｄ狋＝０． （５）

　　定理２　若λ＋犉
２（狋）≤０，则式（４）非振动．

证明　λ＋犳（狋）＝λ＋犉
２（狋）＋犉′（狋）－犉２（狋）≤犉′（狋）－犉

２（狋），所以，由定理１立得结论，犳（狋）是π周

期函数且∫
π

０
犳（狋）ｄ狋＝０．犳（狋）的Ｆｏｕｒｉｅｒ级数是

犳（狋）＝∑
∞

狀＝１

犪狀ｃｏｓ２狀狋＋犫狀ｓｉｎ２狀狋．

　　例１　考虑二阶线性系

狓″＋（－０．２６＋ｃｏｓ２狋）·狓＝０． （６）

这里，犳（狋）＝ｃｏｓ２狋，犉（狋）＝
１

２
ｓｉｎ２狀狋，－０．２６＋犉２（狋）＜０，所以，由定理２推断式（６）是非振动的．

例２　考虑二阶线性系

狓″＋（－０．１２６－ｃｏｓ２狋＋
１

８
ｃｏｓ４狋）·狓＝０ （７）

及其邻近系

狓″＋（－０．１２１－ｃｏｓ２狋）·狓＝０． （８）
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　　记犙（狋）＝－０．１２６－ｃｏｓ２狋＋
１

８
ｃｏｓ４狋．取φ（狋）＝－

１

２
ｓｉｎ２狀狋，则有

φ′（狋）－φ
２（狋）＝－ｃｏｓ２狋－

１

４
ｓｉｎ２２狋＝－ｃｏｓ２狋＋

１

８
（１－ｃｏｓ４狋）＝－０．１２５－ｃｏｓ２狋＋

１

８
ｃｏｓ４狋．

显然，犙（狋）＜φ′（狋）－φ
２（狋）．由定理１推断式（７）是非振动的．

Ｍａｔｈｉｅｕ方程狓″＋（λ－ｃｏｓ２狋）·狓＝０的最小特征值是λ０≈－０．１２２
［７］，由文献［６］可推断式（８）是

振动的．由此可见定理１与定理２并非是粗糙结论．

例３　考虑二阶线性系

狔″＋２ｓｉｎ２狋·狔′＋２ｃｏｓ２狋·狔＝０． （９）

经变换狓＝狔·ｅｘｐ（－
１

２
ｃｏｓ２狋ｅｘｐ（

１

２
），则式（９）变为

狓″＋（－
１

２
＋
１

２
ｃｏｓ４狋）·狓＝０．

按定理２的记号，犳（狋）＝
１

２
ｃｏｓ４狋，犉（狋）＝

１

８
ｓｉｎ４狋，显然，－

１

２
＋犉２（狋）＜０，所以式（９）是非振动的．
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