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调和犓?拟共形映照下犎犲犻狀狕不等式的精确估计

朱剑峰

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　设狑＝犘［犉］（狕）为单位圆到自身上的调和拟共形映照，满足狑（０）＝０，其中犉（ｅｘｐ（ｉ狋））＝ｅｘｐ（ｉγ（狋））

为边界函数．利用调和测度的拟不变性得到边界函数的一个偏差估计，进而利用改进的 Ｈüｂｎｅｒ不等式得到

调和拟共形映照下 Ｈｅｉｎｚ不等式的一个精确估计．
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１　预备知识

设狌为定义在区域犇犆上的实函数，如果狌具有二阶连续偏导数且满足Ｌａｐｌａｃｅ方程：Δ狌＝狌狓狓＋

狌狔狔＝０，则称狌为犇 上的调和函数．设犳（狕）＝狌＋ｉ狏为定义在区域犇 的复变函数，如果狌和狏皆为犇 上

的调和函数则犳（狕）为犇上的调和映照．令犝＝｛｜狕｜＜１｝为单位圆盘，犳（狕）为定义在犝 上调和函数．则

由文献［１］知犳（狕）可表示为

犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）． （１）

式（１）中：犺（狕）＝∑
＋∞

狀＝０

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

＋∞

狀＝１

犫狀狕
狀 为犝 上的解析函数．

设犳（狕）为犝 上的单叶保向调和映照，则由Ｌｅｗｙ
［２］定理可知犳（狕）的Ｊａｃｏｂｉａｎ恒正，即犑犳＝｜犺′｜

２－

｜犵′｜
２
＞０．若进一步地存在常数犓＞１，使得

犓（犳）∶＝ｓｕｐ
狕∈犝

狘犺′（狕）狘＋狘犵′（狕）狘
狘犺′（狕）狘－狘犵′（狕）狘

≤犓，

则称犳（狕）为犝 上的调和犓?拟共形映照．

调和拟共形映照是共形映照的推广，近年来国内外许多同行研究了调和映照成为拟共形映照的充

要条件，以及调和拟共形映照下的极值理论、偏差估计等取得了许多有趣的结论［３?１０］．

１９５２年，Ｈｅｉｎｚ证明了如下的定理．

定理犃　（Ｈｅｉｎｚ引理
［１１］）设狑（狕）为单位圆盘犝 到自身上的单叶调和映照满足狑（０）＝０，则有

狘狑（０）狘
２
＋狘狑珔狕（０）狘

２
≥犮． （２）

式（２）中：犮＞０为常数．

１９８２年，Ｈａｌｌ
［１２］证明了Ｈｅｉｎｚ不等式的精确下界为犮＝

２７

４π
２．２００５年，Ｐａｒｔｙｋａ等

［４］在进一步假设

狑（狕）为犓?拟共形映照的条件下，得到Ｈｅｉｎｚ不等式的一个渐进精确估计式．

定理犅　设狑（狕）为单位圆盘犝 到自身上的调和犓?拟共形映照，满足狑（０）＝０，则对于任意的狕∈

犝，有

狘狑狕（狕）狘
２
＋狘狑珔狕（狕）狘

２
≥
１

４
（１＋

１

犓
）２ｍａｘ｛

４

π
２
，犔犓｝． （３）
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式（３）中：｜狑狕（狕）｜≥
犓＋１
２犓

ｍａｘ｛
２

π
，犔犓｝；犔犽∶＝

２

π∫
１

槡２

０

ｄ（Φ１
犓
（狊）２）

狊 １－狊槡
２
为犓 的严格单调增加函数．Φ犔（狊）∶＝

μ
－１（μ（狊）／犔）定义为 Ｈｅｒｓｃｈ?Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数，犔＞０，０＜狊＜１，且Φ犔（０）＝１－Φ犔（１）＝０，而μ（狊）为

Ｇｒｔｚｓｃｈ极值区域犝＼［０，狊］的模函数．

关于Φ犓（狊）的估计，有Ｈüｂｎｅｒ不等式为

狊
１
犓 ≤Φ犓（狊）≤４

１－
１
犓狊

１
犓，

４１－犓狊犓 ≤Φ１
犓
（狊）≤狊

犓
烅
烄

烆 ．

　　２０１０年，Ｑｉｕ等
［６］改进了上述不等式，得到

狊
１
犓 ≤Φ犓（狊）≤４

（１－狊
２）
３
４（１－

１
犓
）
狊
１
犓，

４１－犓狊犓 ≤Φ１
犓
（狊）≤４

（１－犓）（１－狊）狊犓
烍
烌

烎．
（４）

　　设犉为单位圆周犜 上的保向同胚，则其泊松积分为

狑（狕）＝犘［犉］（狕）＝∫
２π

０
犘（狉，θ－狋）犉（ｅｘｐ（ｉ狋））ｄ狋，

狕＝狉ｅｘｐ（ｉθ）∈犝
烍

烌

烎．

（５）

　　在犝 上的单叶保向调和映照，且狑（狕）可连续延拓到边界，满足狑（ｅｘｐ（ｉ狋））＝犉（ｅｘｐ（ｉ狋））．在式（５）

中：犘（狉，狋）＝
１－狉２

２π（１－２狉ｃｏｓ狋＋狉
２）
为泊松积分核（Ｒａｄó?Ｋｎｅｓｅｒ?Ｃｈｏｑｕｅｔ定理，参见文献［１］）．

文中利用调和测度的拟不变性得到边界函数犉的一个偏差估计，进而利用不等式（４）得到调和拟

共形映照下Ｈｅｉｎｚ不等式的一个精确下界估计．

２　主要结论及证明

引理１　设犳（狋）＝｜ｃｏｓ
狋
２
｜
３／２＋｜ｓｉｎ

狋
２
｜
３／２，狋∈［０，２π］，则 ｍａｘ

０≤狋≤２π
犳（狋）＝犳（π／２）＝

４

槡２．

定理２　设狑（狕）＝犘［犉］（狕）为单位圆盘犝 到自身上的调和拟共形映照，犉（ｅｘｐ（ｉ狋））＝ｅｘｐ（ｉγ（狋））

为其边界函数．对于狕１＝ｅｘｐ（ｉ（狊－狋）），狕２＝ｅｘｐ（ｉ（狊－狋））∈犜，令θ＝γ（狊＋狋）－γ（狊－狋），则有犉（狕１）＝

ｅｘｐ（ｉθ）犉（狕２），且对于０≤狊，狋≤２π，有

２１０
（１－犓）ｓｉｎ２犓狋≤ｓｉｎ

２θ
２
≤２

２（１－
１
犓
）（１＋２

５
４）
ｓｉｎ

２
犓狋．

　　证明　由定理２的条件及调和测度的拟不变性（参见文献［４］的式（１．９））可知，对于０≤狊，狋≤２π，有

不等式

Φ１
犓
（ｃｏｓ

狋
２
）≤ｃｏｓ

θ
４
≤Φ犓（ｓｉｎ

狋
２
） （６）

成立，其中θ＝γ（狊＋狋）－γ（狊－狋）．利用等式Φ
２
犓（狊）＋Φ

２１
犓
（１－狊槡

２）＝１，０≤狊≤１，可得

Φ１
犓
（ｓｉｎ

狋
２
）≤ｓｉｎ

θ
４
≤Φ犓（ｃｏｓ

狋
２
）． （７）

综合式（４），（６）和（７）可得

ｓｉｎ２
θ
２
≥４Φ

２１
犓
（ｓｉｎ

狋
２
）Φ

２１
犓
（ｃｏｓ

狋
２
）≥２

１０（１－犓）ｓｉｎ２犓狋，

以及

ｓｉｎ２
θ
２
≤４Φ

２
犓（ｓｉｎ

狋
２
）Φ

２
犓（ｃｏｓ

狋
２
）≤２

２（１－
１
犓
）［２（狘ｃｏｓ

狋
２狘
３／２
＋狘ｓｉｎ

狋
２狘
３／２）＋１］ｓｉｎ

２
犓狋．

由引理１可知

狘ｃｏｓ
狋
２
狘
３／２
＋狘ｓｉｎ

狋
２
狘
３／２
≤

４

槡２，

因此有

ｓｉｎ２
θ
２
≤２

２（１－
１
犓
）（１＋２

５
４）
ｓｉｎ

２
犓狋．
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定理２证毕．

定理３　假设狑（狕）＝犘［犉］（狕）为单位圆到自身上的调和犓?拟共形映照，且满足狑（０）＝０，其中　

犉（ｅｘｐ（ｉ狋））＝ｅｘｐ（ｉγ（狋））为边界函数，则有

狘狑狕（０）狘
２
＋狘狑珔狕（０）狘

２
≥ｍａｘ｛犅（犓），

２７

４π
２
｝． （８）

其中：犅（犓）＝２－２２
（１－

１
犓
）（２＋２

５
４）
２犓２Γ（

２

犓
）

（犓＋１）Γ
２（１
犓
）
为犓 的连续函数，满足犅（１）＝１，且当１≤犓≤１．０５１７４

时，犅（犓）≥
２７

４π
２．

证明　由定理３条件知狑（０）＝０，故狑（狕）的表达式为

狑（狕）＝犘［犉］（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）．

其中：犺（狕）＝∑
＋∞

狀＝１

犪狀狕
狀；犵（狕）＝∑

＋∞

狀＝１

犫狀狕
狀

利用边界函数犉（ｅｘｐ（ｉ狋））＝ｅｘｐ（ｉγ（狋））及Ｐａｒｓｅｖａｌ等式（参见文献［１］）可知，对于任意的狋∈犚，有

１

２π∫
２π

０
ｅｘｐ（ｉ［γ（狊＋狋）－γ（狊－狋）］）ｄ狊＝∑

∞

狀＝１

狘犪狀狘
２ｅｘｐ（２ｉ狀狋）＋∑

∞

狀＝１

狘犫狀狘
２ｅｘｐ（－２ｉ狀狋）．

　　取上述等式的实部，可得

１－２犑（狋）＝∑
∞

狀＝１

（狘犪狀狘
２
＋狘犫狀狘

２）ｃｏｓ（２狀狋）． （９）

其中：犑（狋）＝
１

２π∫
２π

０
ｓｉｎ２（γ

（狊＋狋）－γ（狊－狋）

２
）ｄ狊．

由假设狑（狕）为调和犓?拟共形映照，利用定理２可知

２１０
（１－犓）ｓｉｎ２犓狋≤犑（狋）≤２

２（１－
１
犓
）（１＋２

５
４）
ｓｉｎ

２
犓狋．

对式（９）的两边乘以１＋ｃｏｓ（２狋）并沿着狋从０到π积分，可得

∫
π

０

［１－２犑（狋）］［１＋ｃｏｓ（２狋）］ｄ狋＝
π
２
（狘犪１狘

２
＋狘犫１狘

２）．

　　利用Ｇａｍｍａ函数积分得

∫
π

０
ｓｉｎ

２
犓狋ｄ狋＝

４－
１
犓πΓ（１＋

２

犓
）

Γ
２（１＋

１

犓
）

以及

∫
π

０
ｓｉｎ

２
犓狋ｃｏｓ（２狋）ｄ狋＝

４－
１
犓πΓ（１＋

２

犓
）

Γ（
１

犓
）Γ（２＋

１

犓
）
．

于是有

狘犪１狘
２
＋狘犫１狘

２
＝
２

π
π－２∫

π

０
犑（狋）［１＋ｃｏｓ（２狋）］ｄ｛ ｝狋 ≥

２

π
π－２·２

２（１－
１
犓
）（１＋２

５
４）

∫
π

０
ｓｉｎ

２
犓狋ｄ狋－２·２

２（１－
１
犓
）（１＋２

５
４）

∫
π

０
ｓｉｎ

２
犓狋ｃｏｓ（２狋）ｄ｛ ｝狋 ＝

２－２
２（１－

１
犓
）（１＋２

５
４）
Γ（１＋

２

犓
）

Γ
２（１＋

１

犓
）
＋２

２（１－
１
犓
）（１＋２

５
４）

Γ（１＋
２

犓
）

Γ（
１

犓
）Γ（２＋

１

犓
）
．

　　由Ｇａｍｍａ函数的性质知，对于任意的实数狓∈犚，有Γ（狓＋１）＝狓Γ（狓）．化简上式可得

狘犪１狘
２
＋狘犫１狘

２
≥２－２

２（１－
１
犓
）（２＋２

５
４）
２犓Γ（

２

犓
）

Γ
２（１
犓
）
＋
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图１　函数犅（犓）的图像

Ｆｉｇ．１　Ｇｒａｐｈｉｃｓｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎ犅（犓）

２２
（１－

１
犓
）（２＋２

５
４）

２犓Γ（
２

犓
）

Γ
２（１
犓
）（犓＋１）

＝

２－２
２（１－

１
犓
）（２＋２

５
４）

２犓２Γ（
２

犓
）

（犓＋１）Γ
２（１
犓
）
∶＝犅（犓）．

　　利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃ软件做出犅（犓）的图像，如图１所示．从

图１可知：函数犅（犓）为犓 的连续单调递减函数，且犅（１）＝１，

犅（１．０５１７４）≈
２７

４π
２
及犅（１．１４１１２）＝０．

定理３证毕．

注１　定理３中若假设犓＝１，则狑（狕）＝ｅｘｐ（ｉ狓）狕为单位圆到自身上的共形映照，此时｜狑狕（狕）｜
２＋

｜狑珔狕（狕）｜
２＝１．这说明定理３的下界犅（犓）达到１是精确的．
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