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一类非线性比式和问题的分支定界算法

杨金勇，宋海洲

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　针对一类带有常系数的非线性比式和全局优化问题（Ｐ），给出求解该问题的分支定界算法．首先，将

问题（Ｐ）转化为问题（Ｑ），两者的变量个数和约束条件的个数相同．然后，利用不等式放缩的方法，建立问题

（Ｑ）的松弛线性规划，并结合分支定界算法求解．最后，在此基础上提出区域删减策略，并进行数值实验．结果

表明：本算法和删减策略均是有效的．
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考虑如下非线性比式和全局优化问题：
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式中：犳０，犼（狓），犵０，犼（狓），犳犿，犽（狓），犵犿，犽（狓）均为广义多元多项式，即犳０，犼（狓）＝∑
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非线性比式和全局优化问题（Ｐ）广泛应用于经济、交通等领域．目前，求解线性比式和问题的方法

有很多［１］．对于非线性比式和问题，当目标函数分子是正的凹函数和分母是正的凸函数时，文献［２?３］给

出了一个解决该问题的全局优化算法，文献［４］提出了一个分子分母都是正的广义多元多项式比式和问

题的全局最优方法，文献［５?９］给出了一个带有常系数的非线性比式和问题的几种全局最优化方法．本

文求解一个带有常系数的非线性比式和问题（Ｐ）．

１　全局优化问题的转化

对问题（Ｐ）的广义多元多项式进行通分、变量替换、合并同类项等操作，并转化为如下问题：
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易知问题（Ｐ）和问题（Ｑ）的变量个数和约束条件的个数相同．

２　多元多项式不等式放缩引理

引理１　假设犎犓（狓）（犓≥２）为狓的犓 次多元多项式，对任意给定犾′≤狌′，存在一个狓不超过犓－１
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引理２　假设犎犓（狓）（犓≥２）为狓的犓 次多元多项式，对任意给定犾′≤狌′，存在一个仿射函数
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３　松弛规划及其对应的分支定界算法

假设犛犽 是犛的任意子长方体，且犛犽＝｛狓∈犚
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构造下面式子，即

犔犽０（狓）＝∑
犮
犼＞０

犮犼
犔犽０（狓）

犕犼
＋∑
犮
犼＜０

犮犼
犔犽０（狓）

犿犼
．

式中：当犮犼＞０时，犕犼＝ｍａｘ
狓∈犛

犽
犱犼（狓）；当犮犼＜０时，犿犼＝ｍｉｎ

狓∈犛
犽
犱犼（狓），则犔

犽
０（狓）为仿射函数，记犔

犽
０（狓）＝犪

犽
０狓＋

犮犽０．对任意满足犾
犽
≤狓≤狌

犽 的狓，有

犺（狓）＝∑
狆

犼＝１

犮犼
狀犼（狓）

犱犼（狓）
≥∑

犮
犼＞０

犮犼
犔犽０（狓）

犕犼
＋∑
犮
犼＜０

犮犼
犔犽０（狓）

犿犼
＝犔

犽
０（狓）．

　　由｜狀犼（狓）－犔
犽
０，犼（狓）｜→０（‖狌

犽－犾犽‖→０），可得｜犺（狓）－犔
犽
０（狓）｜→０（‖狌

犽－犾犽‖→０），从而得到问题

Ｑ（犛犽）的松弛规划ＲＱ（犛犽）为

ｍｉｎ犔犽０（狓），

ｓ．ｔ．　犔
犽
犿（狓）≤０，　　犿＝１，…，犕，

　　　狓∈犛
犽
＝ ｛狓∶犾

犽
≤狓≤狌

犽｝

烍

烌

烎．

　　因为犔
犽
０，犔

犽
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犽）是一个线性规划．显然，若问题Ｑ（犛犽）和ＲＱ（犛犽）的最优值分

别为狏（犛犽）和狌（犛犽），则狏（犛犽）≥狌（犛
犽）．

下面给出求解问题（Ｑ）的分支定界算法———算法１．

步骤１　给定参数ε≥０，令迭代次数犽＝１，可能存在全局最优解的长方体构成的集合为犚犽＝｛犛｝，
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子长方体犛犽＝犛，初始上界狏犽＝∞，初始下界狌犽＝－∞，初始可行解集犞＝．记问题（Ｑ）可行域为犉．

求解问题ＲＱ（犛犽），若该问题无可行解，则算法停止，原问题（Ｑ）无解；否则，该问题ＲＱ（犛犽）有最优解，

记该问题的一个最优解为狓犽，更新下界狌犽＝犔
犽
０（狓犽）．若狓犽 使问题（Ｑ）可行，则更新上界狏犽＝犺（狓犽），更

新可行解集犞．若狏犽－μ犽≤ε，则算法停止，即狓犽 是问题（Ｑ）的最优解，狏犽 是最优值；否则，执行步骤２．

步骤２　采用矩形对分原则，即沿垂直于犛
犽 的最长边方向将犛犽 平分成两部分犛犽狉（狉＝１，２）．狉∈

｛１，２｝，求解问题ＲＱ（犛犽狉），若该问题无解或犛犽狉∩犉＝，则删除犛
犽狉；若犛犽狉∩犉≠ 且该问题ＲＱ（犛

犽狉）

有解，设其一个最优解和相应的最优值分别为狓犽狉和μ（犛
犽狉）．判断μ（犛

犽狉）与狏犽 的大小，如果μ（犛
犽狉）＞狏犽，

删除犛犽狉；否则，将犛犽狉加入到集合犚犽 中，即犚犽＝犚犽∪｛犛
犽狉｝．如果狓犽狉使问题（Ｑ）可行，则更新上界，即

令狏犽＝ｍｉｎ｛狏犽，犺（狓犽）｝．在犚犽 中去掉根节点犛
犽，即犚犽＝犚犽－｛犛

犽｝，定义μ犽＝ｍｉｎ｛μ（犛狓）∶犛狓∈犚犽｝，选

择狓犽 使得狏犽＝犺（狓犽）．

步骤３　令犚犽＝犚犽－｛犛狓∈犚犽∶狏犽－μ（犛狓）≤ε｝，若犚犽＝，则算法停止；如果犚犽＝ 且犞＝，则

问题（Ｑ）无解；如果犚犽＝且犞≠，则狏犽 为问题（Ｑ）的最优值，狓犽 为其最优解；否则犽＝犽＋１，选取盒

子犛犽，使得μ（犛
犽）＝μ

犽－１．返回步骤２．

４　区域删减策略及改进算法

为了加速寻找问题的全局最优解，对算法１进行改进．即加入一种区域删减策略，通过该策略能整

体删除或缩小算法迭代过程中产生的分割子区域，从而加速算法的收敛性．
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策略１（最优性策略）　计算狉犆，如果狉犆＞犝犅，则删除犛
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策略２（可行性策略）　计算狉犔犿，如果狉犔犿＞０，则删除犛
犽；否则，如果狋犽犿，犼＞０，犼∈｛１，２，…，狀｝，则

令狌犽犼＝ｍｉｎ｛狌
犽
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下面给出算法１的改进算法———算法２．

步骤１　给定参数ε≥０，令迭代次数犽＝１，可能存在全局最优解的长方体构成的集合为犚犽＝｛犛｝，

子长方体犛犽＝犛，初始上界狏犽＝∞，初始下界狌犽＝－∞，初始可行解集犞＝．记问题（Ｑ）可行域为犉．

首先利用区域删减策略删减盒子犛犽．若犛犽＝，则问题（Ｑ）无解，算法停止；否则，求解问题ＲＱ（犛犽）．

其他过程同算法１的步骤１．

步骤２　采用矩形对分原则，即沿垂直于犛
犽 的最长边方向将犛犽 平分成两部分犛犽狉（狉＝１，２），狉∈

｛１，２｝．首先利用区域删减策略删减盒子犛犽狉；若犛犽狉＝，再求解ＲＱ（犛犽狉），其他过程同算法１的步骤２．

步骤３　同算法１的步骤３．

５　算法收敛性分析

定理１　假定问题（Ｑ）的全局最优解存在，并给定参数ε＝０，那么算法１或者在有限步内求得问题

（Ｑ）的全局最优解，或者算法１产生的迭代序列的聚点必是问题（Ｑ）的全局最优解；算法２或者在有限

步内求得问题（Ｑ）的全局最优解，或者算法２产生的迭代序列的聚点必是问题（Ｑ）的全局最优解．

６　数值实验

为了验证文中算法，在Ｐｅｎｔｉｕｍ（犚）６微机上用 ＭＡＴＬＡＢ７．１进行数值实验，取ε＝０．１．
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例１　做随机实验检测算法的有效性，考虑如下问题：

ｍｉｎ∑
狆

犻＝１

狓Ｔ犙犻狓＋犱
Ｔ
犻狓

狓Ｔ犘犻狓
，

ｓ．ｔ．　∑
狀

犼＝１

犪犿，犼狓
２
犼＋珘犱

Ｔ
犿狓≤犫犿，　　犿＝１，２，…，犕；　１≤狓犻≤２；　犻＝１，２，…，狀，

　　　犫犿 ＝ （∑
狀

犼＝１

犪犿，犼＋∑
狀

犼＝１

珘犱Ｔ犿，犼）＋狉犿［（∑
狀

犼＝１

４犪犿，犼＋∑
狀

犼＝１

２珘犱Ｔ犿，犼）－（∑
狀

犼＝１

犪犿，犼＋∑
狀

犼＝１

珘犱Ｔ犿，犼）］

烅

烄

烆 ．

式中：狀表示变量的个数；犕 表示约束的个数；狆表示目标函数分式项的个数；犙犻，犘犻，犱
Ｔ
犻，珘犱

Ｔ
犿 的所有元素

是分别在［０，５］内随机选取的；犪犿，犼，狉犿 的取值范围分别为［１，５］，［０，１］，犼＝１，…，狀；犿＝１，…，犕．

表１　例１的计算结果

Ｔａｂ．１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ１

（狀，犕，狆）
算法１

犖ａｖ 狋ａｖ／ｓ

算法２

犖ａｖ 狋ａｖ／ｓ

（２，２，２） １４７．０ ７１．７２ １２３．０ ６０．８６

（２，３，５） ４１９．７ ５２４．６７ ３５９．４ ３０４．５４

（２，５，１０） ４７９．７ ８６１．８９ ４０２．８ ７３２．３７

对于每组（狀，犕，狆），算法１和算法２分别随

机运行１０次，得到平均迭代次数（犖ａｖ）和平均运

行时间（狋ａｖ），如表１所示．从表１可知：对于随机

问题，给出的两个算法均有效的，且加入删除策略

的算法２在迭代次数和运行时间均优于算法１．
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