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应用类桁架模型的连续体拓扑优化方法

郑伟伟，周克民

（华侨大学 土木工程学院，福建 厦门３６１０２１）

摘要：　为了避免棋盘格、单元铰接等数值不稳定现象，研究了基于类桁架模型的连续体拓扑优化方法．将单

元节点处材料密度的大小和方向作为设计变量，采用满应力优化准则对材料密度大小进行优化．为了形成带

孔洞的匀质连续体，对设计变量增加了上下限约束，剔除密度低于一定下限的节点，限制节点密度．算例结果

表明：不需要进一步处理，就能从类桁架连续体中获得清晰的带孔板．
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结构拓扑优化的研究包括均匀化方法［１］、演化优化算法［２］、水平集方法［３］、ＩＣＭ 法
［４］等．为了获得

清晰的结构，抑制中间密度单元，这会引起了数值不稳定现象，如棋盘格现象［５］，需要格外的技术解决这

个问题［６?８］．Ｍｉｃｈｅｌｌ
［９］揭示了拓扑优化结构是非均匀质各向异性类桁架连续体，即由无限密的杆件构

成，这一特性启发了从类桁架连续体中获取最优拓扑的想法［１０?１１］．工程中更多地使用带孔等厚板，通过

剔除密度小于一定值的节点形成孔洞．演化优化算法
［１２?１３］有采用过这种做法，但是由于演化优化算法采

用的是各向同性材料，且设计变量为单元的密度，因此，该算法得到的结果会出现棋盘格现象且与网格

密度有关．本文通过优化孔洞的分布形成带孔等厚板的优化算法，在优化迭代过程中逐步由类桁架连续

体演化为带孔板，使优化结果更接近工程需要．

１　类桁架连续体材料模型

１．１　弹性矩阵

在类桁架连续体材料模型中，材料模型是由无限多的非均匀连续分布的杆件构成，假设任意点都是

由两组正交的杆件构成，它们在任意点的密度用狋１ 和狋２ 表示．假设应力σ犻和应变ε犻的线性关系为

σ犻 ＝犈狋犻ε犻，　　犻＝１，２． （１）

式（１）中：犈是弹性模量．

在类桁架连续体中，相临的相互平行杆件之间没有相互作用．因此，泊松比应当假设为零，剪切刚度

也应该为零．但是，如果没有剪切刚度，材料会不稳定，材料刚度矩阵将为奇异矩阵．基于此原因，假设剪

切刚度大小为
犈（狋１＋狋２）

４
，弹性矩阵表示为

犇（狋１，狋２，０）＝犈·ｄｉａｇ［狋１，狋２，
狋１＋狋２
４

］． （２）

式（２）中：ｄｉａｇ［·］表示对角矩阵．

在这种假设下，当狋１＝狋２ 时，式（２）的各项为同性材料．若假设结构坐标轴到材料坐标轴的转角为

α，那么结构坐标系中的弹性矩阵可由坐标转换矩阵获得，即

犇（狋１，狋２，α）＝犜
Ｔ（α）犇（狋１，狋２，０）犜（α）． （３）

　收稿日期：　２０１３０８２０

　通信作者：　周克民（１９６２），男，教授，主要从事结构拓扑优化的研究．Ｅｍａｉｌ：ｚｈｏｕｋｍ＠ｈｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

　基金项目：　国家自然科学基金资助项目（１１１７２１０６）



式（３）中：犜（α）为坐标转换矩阵，即

犜（α）＝

ｃｏｓ２
α ｓｉｎ２

α ０．５ｓｉｎ２α

ｓｉｎ２
α ｃｏｓ２

α －０．５ｓｉｎ２α

－ｓｉｎ２α ｓｉｎ２α ｃｏｓ２

熿

燀

燄

燅α

． （４）

　　弹性矩阵（３）可以表示为

犇（狋１，狋２，α）＝犈∑
２

犫＝１

狋犫∑
３

狉＝１

狊犫，狉犵狉（α）犃狉． （５）

式（５）中：狊犫，狉和犵狉（α）分别为常数矩阵和函数矩阵分量，犃狉为常数矩阵，有

狊＝
１ １ １

－１ －
［ ］

１ １
，　　犵（α）＝ ［ｃｏｓ２α，ｓｉｎ２α，１］，

犃１ ＝
１

２
ｄｉａｇ［１，－１，０］，　　犃２ ＝

１

４

０ ０ １

０ ０ １

熿

燀

燄

燅１ １ ０

，　　犃３ ＝
１

２
ｄｉａｇ［１，１，

１

２
］．

　　节点犼（犼＝１，２，…，犑）处的杆件密度狋１，犼，狋２，犼和方向α犼作为设计变量，犑是节点的总数，设计变量节

点犼处的弹性矩阵可以表示为

犇犼 ＝犇（狋１，犼，狋２，犼，α犼）． （６）

　　有限元内部任意一点的弹性矩阵可以由该单元节点位置的弹性矩阵插值得到

犇犲（ξ，η）＝∑
犼∈犛犲

犖犼（ξ，η）犇犼 ＝∑
犼∈犛犲

犖犼（ξ，η）犇（狋１，犼，狋２，犼，α犼）． （７）

式（７）中：犖犼（ξ，η）是型函数；ξ，η是局部坐标；犛犲是属于单元犲的节点的集合．

将式（６）带入式（７），得到

犇犲 ＝犈∑
犼∈犛犲

犖犼∑
２

狉＝１

狋犫，犼∑
３

犫＝１

狊犫，狉犵狉（α犼）犃狉． （８）

１．２　刚度矩阵

将单元刚度矩阵（８）带入刚度矩阵，有

犽犲 ＝∫犞犲犅
Ｔ犇犲犅ｄ犞． （９）

犽犲 ＝犈∑
犼∈犛犲

∑
犫

狋犫，犼∑
３

狉＝１

狊犫，狉犵狉（α犫，犼）∫犞犲犖犼犅
Ｔ犃狉犅ｄ犞 ＝

∑
犼∈犛犲

∑
犫

狋犫，犼∑
３

狉＝１

狊犫，狉犵狉（α犫，犼）犎犲，犼，狉．
（１０）

式（１０）中：犎犲，犼，狉＝犈∫犞犲犖犼犅
Ｔ犃狉犅ｄ犞是常数矩阵，与材料分布没有关系．如果采用规则单元，那么该矩阵

在有限元计算之前就能计算出来．结构的总刚矩阵可以由所有单元的刚度矩阵累加得到，即

犓＝∑
犲

犽犲 ＝∑
犲
∑
犼∈犛犲

∑
犫

狋犫，犼∑
狉

狊犫，狉犵狉（α犫，犼）犎犲，犼，狉． （１１）

２　优化方法

将节点处的杆件密度和方向作为设计变量，材料的体积作为目标函数，每一节点施加应力约束，优

化问题的列式为

ｆｉｎｄ　狋犫，犼，α犼，

ｍｉｎ　犞，

ｓ．ｔ．　狘σ犫，犼狘≤σ狆，　　犫＝１，２；　犼＝１，２，…，犑

烍

烌

烎．

（１２）

式（１２）中：σ犫，犼为节点处杆件犫的应力；σ狆 为允许应力．

迭代过程有如下５个步骤．

步骤１　 设计域被划分为有限个单元，单元采用４节点矩形单元，杆件初始密度和方向设置为
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狋０１，犼 ＝狋
０
２，犼 ＝０．２，　　α

０
犼 ＝０，

上标０代表迭代次数，初始密度剔除标准狋０犮 设为０；

步骤２　通过有限元方法，计算节点处的主应力方向和主应力方向上的应变的大小；

步骤３　利用满应力准则，优化杆件的密度，杆件的方向与主应力的方向一致，即

狋犻＋１犫，犼 ＝犈狋
犻
犫，犼ε

犻
犫，犼／σ狆，　　α

犻＋１
犼 ＝θ

犻
犼；

　　步骤４　为了防止刚度矩阵奇异，设置低于密度剔除标准狋
０
犮 的杆件密度为狋０（这里取１０

－６），而不是

直接设置为０，高于平均密度狋犻犿 的杆件的密度将设置为

狋犻犿，狋
犻＋１
犫，犼 ＝狋０，　　ｉｆ狋

犻＋１
犫，犼 ＜狋

犻
犮，狋

犻＋１
犫，犼 ＝ｍｉｎ（狋

犻＋１
犫，犼，狋

犻
犿）；

　　步骤５　密度剔除标准．随迭代次数而增加，狋
犻＋１
犮 ＝狋犻犮＋Δ狋，Δ狋是密度剔除标准的增量．

通过大量的数值计算，取１０－４比较合适．太小则孔洞形成的较慢，需要更多步的迭代；太大则形成

的拓扑与最优拓扑相差较大．重复步骤２～５，直到没有密度的节点数占总节点数的６０％，剔除材料比例

图１　悬臂梁尺寸

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

可以由用户根据需要自行决定．

３　数值算例

运用文中的算法，计算两个经典的算例，两个算例中：弹

性模量犈＝２１０ＧＰａ；允许应力σｐ＝１６０ＭＰａ．

第１个算例是一个右端中点受集中荷载的悬臂梁，尺寸

如图１所示．图１中：厚度（犺）为０．０１ｍ；设计域被划分为６４×

４０矩形单元．所有节点密度（两个方向的杆件密度之和）的等

值线填充图，如图２，３所示．图２，３中：等值线的间距为最大密

度的５％．图２是迭代３１次后的结果，设计域开始出现一些孔．图３是迭代６２次后的结果，孔不断扩展、

溶合，结构拓扑趋于简单．

　　图２　迭代３１次后的密度等值线图 图３　迭代６２次后的密度等值线图

　　Ｆｉｇ．２　Ｉｓｏｇｒａｍｏｆｄｅｎｓｉｔｙａｆｔｅｒ３１ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ Ｆｉｇ．３　Ｉｓｏｇｒａｍｏｆｄｅｎｓｉｔｙａｆｔｅｒ６２ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ　

　　大部分区域的密度分布较均匀，只有支座和荷载作用点附近区域密度较大，但没有出现严重的应力

图４　体积比及节点数比的变化

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｖｏｌｕｍｅｒａｔｉｏａｎｄｎｏｄｅｓｒａｔｉｏ

集中现象．体积比的定义为优化后结构总体积占初

始体积的百分比．体积比（犚ｖ）和保留的节点数百分

比（犚ｎ）随着迭代次数（犖）的变化曲线，如图４所示．

从图４可知：由于荷载比较小，优化后纤维密度

较初始密度小很多，优化后的体积只占初始体积很

小一部分．保留的节点百分比指密度大于临界值（这

里取２狋０）的节点占总节点数的百分比，反映了类桁

架连续体演化为带孔板的进程，当其等于４０％时，迭

代停止．满应力优化准则可以在少量的迭代下使结

构体积达到最小，通过密度限值约束，去除小密度杆

件，结构离散得越来越简单，但体积只增加了一点．

第２个算例是跨中受集中荷载的简支梁，尺寸

如图５所示．图５中：厚度（犺）为０．０１ｍ；设计域被矩形单元划分为６０×４０．
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图５　简支梁尺寸

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍ

未经密度限值约束迭代１００次得到的优化结果，如图

６所示．图６中：为了使荷载集中点的密度不至于大其他区

域的密度太多倍，仍施加了密度上限为平均密度的约束．从

图６可知：未经密度限值约束的优化结果形成连续材料场，

而不能形成杆件．

增加密度限值约束后迭代５６次的结果，如图７所示．

对比图６，７可以看出：增加密度限值约束后，在设计域的中

间部分形成了几根杆件，而且与圆拱的密度基本一致，比较

均匀．

　　体积比和保留节点数百分比这两项指标随迭代次数的

图６　没有密度限值约束的优化结果 图７　经密度限值约束的优化结果

Ｆｉｇ．６　Ｏｐｔｉｍａｌｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｏｕｔｄｅｎｓｉｔｙｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ Ｆｉｇ．７　Ｏｐｔｉｍａｌｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｄｅｎｓｉｔｙｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ

图８　施加密度限值约束前后指标变化及对比

Ｆｉｇ．８　Ｉｎｄｅｘｅｓｖａｒｉａｔｉｏｎａｎｄｃｏｎｔｒａｓｔ

ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｄｅｎｓｉｔｙｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ

变化，及施加密度限值约束前后的对比，如图８所

示．从图８可知：施加密度限值约束后的体积比会比

施加前稍微大一些，且体积比会随着迭代次数逐步

提高；对比施加密度限值约束前后节点数比，非零密

度（大于２狋０）节点比在施加密度限值约束后比施加

前减少快很多．随着迭代次数的变化线形，这一指标

决定于密度剔除标准的确定方法，因此，可以通过改

变密度剔除标准的函数形式（线性或非线性）来控制

类桁架连续体向带孔板演化的过程．

４　结束语

研究了基于类桁架连续体材料模型的带孔板拓

扑优化方法，通过在每一迭代步中剔除小于一定值

的密度形成孔洞，限定大于一定值的密度达到密度均匀的目的，最终得到带孔板．下一步工作是对连续

体施加最小宽度的约束，从而可以得到孔数量不同的连续体拓扑优化结果．
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