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向量测度的算子分解
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摘要：　利用向量测度与算子的一一对应关系，给出可列可加测度的算子表示，并进一步由推广的 Ｙｏｓｉｄａ?

Ｈｅｗｉｔｔ定理证明定义在犅（Ω，Σ）＝ｓｐａｎ｛χ犃，犃∈Σ｝上的取值于自反空间犡的算子，可唯一分解成狑

?范序列

连续算子与纯连续算子之和．
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１　预备知识

２０世纪３０年代，Ｈｉｄｅｂｒａｎｄｔ
［１］关于犔∞［０，１］对偶的表示，提出了测度与算子之间的对应关系．

Ｆｉｃｈｔｅｎｈｏｌｔｚ等
［２］利用积分建立有界的有限可加测度全体构成的集合，记为犫犪（Ω，Σ），与犅（Ω，Σ）对偶

之间的等距同构．其中：（Ω，Σ）是可测空间，犅（Ω，Σ）＝ｓｐａｎ｛χ犃，犃∈Σ｝．赋予范数‖犳‖＝ｓｕｐ
ω∈Ω
｜犳（ω）｜，

犳∈犅（Ω，Σ），利用全变差对犫犪（Ω，Σ）赋予范数‖μ‖＝｜μ｜（Ω），μ∈犫犪（Ω，Σ），则有如下定理．

定理１　存在犫犪（Ω，Σ）与犅（Ω，Σ）之间的一个等距同构，由狓犳＝∫Ω
犳（ω）ｄμ，犳∈犅（Ω，Σ）决

定．因而，对任意的狓∈犅（Ω，Σ）存在唯一的μ∈犫犪（Ω，Σ），使得上式成立；反之，对任意μ∈犫犪（Ω，Σ）

存在唯一的狓∈犅
（Ω，Σ），使得上式成立，即狓与μ存在一一对应关系．特别地，若Σ是由Ω 中的所

有子集构成，则犫犪（Ω，Σ）等距同构于犅（Ω，Σ）≡（犾∞（Ω））
．

而后出现了各种各样的测度与算子表示定理，包括著名的Ｒｉｅｓｚ表示定理和Ｒａｎｄｏｎ?Ｎｉｋｏｄｙｍ定

理等［３?５］．特别地，针对向量值测度与算子之间的等价刻画亦有多种表述，其中之一即为Ｄａｙ
［６］提出的定

理．记定义于犅（Ω，Σ）取值Ｂａｎａｃｈ空间的线性连续算子全体为犔（犅（Ω，Σ），犡），定义于Σ上的犡?值有

界有限可加测度全体为犫犪犡（Ω，Σ），则有如下定理．

定理２　存在犔（犅（Ω，Σ），犡）与犫犪犡（Ω，Σ）之间一个等距同构犝犿，由犝（犳）＝∫Ω
犳（ω）ｄ犿，犳∈

犅（Ω，Σ）决定 ，且有‖犝‖＝‖犿‖（Ω）．其中，‖犿‖表示犿的半变差．

２　可列可加测度的算子特征

记（Ω，Σ）为一可测空间，犡是Ｂａｎａｃｈ空间．

定义１　设函数犿∶Σ→犡，则有ⅰ）犿称为Ω 上的有限可加测度，如果对任意不交犃，犅∈Σ，有

犿（犃∪犅）＝犿（犃）＋犿（犅）；ⅱ）有限可加测度犿称为可列可加的，如果对Σ中的任一两两不交的序列

｛Ω犼｝，在范数拓扑下成立犿（∪犼Ω犼）＝Σ犼犿（Ω犼）；ⅲ）有限可加测度犿称为是有界的，如果其半变差是有

限的，即有‖犿‖（Ω）≡ｓｕｐ｛｜狓犿｜（Ω）∶狓∈犡，‖狓‖≤１｝＜∞．
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　　注释１　因犅（Ω，Σ）犾∞（Ω），故文中犅（Ω，Σ）上的狑

?拓扑是由犾∞（Ω）的狑


?拓扑限制在犅（Ω，Σ）

上得到的．

定理３　有界有限可加测度犿∶Σ→犡是可列可加的当且仅当其对应算子犝∶犅（Ω，Σ）→犡是狑
?

范序列连续．

证明　充分性．设犝 是犅（Ω，Σ）上的狑
?范序列连续算子，对任一单减且交为空的序列｛犈狀｝Σ和

任意狓∈犾１（Ω）由｛犈狀｝的特性可知ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

狓χ犈狀ｄμ＝０，从而 ｛χ犈狀｝狑

?收敛于０．因此，当狀→ ∞，在范数

意义下有犝（χ犈狀）＝∫Ω
χ犈狀ｄ犿＝犿（犈狀）→０，即可得犿是可列可加的．

必要性．设犿是有界可列可加测度，不失一般性可设‖犿‖（Ω）＝１，则任意犃∈Σ，有‖犿‖（犃）≤

１．为证犝 是狑
?范序列连续的，由犝 的线性性只需证明其在χΩ 处狑


?范序列连续．令｛犳狀｝犅（Ω，Σ）

狑
?收敛于χΩ，由一致有界性定理可得｛犳狀｝有界，记其界为犕∈犚

＋．对于任一给定ε＞０和任意狀∈犖，

令犃狀＝｛ω∈Ω∶‖犳狀（ω）－１‖≤
ε
２
，犿≥狀｝．可验证犃狀 是Σ?可测的，且满足犃狀犃狀＋１和∪

∞
狀＝１犃狀＝

Ω．令犃０＝，Ω狀＝犃狀＼犃狀－１（狀∈犖），则｛Ω狀｝是Ω的一个σ?分划．令δ＝
ε

２（犕＋１）
．由犿的可列可加性知，

存在犖∈犣，对狀≥犖 有‖犿（∪犼＞狀Ω犼）‖＜δ．从而对所有狀≥犖 有

‖犝（犳狀－χΩ）‖ ＝ ‖∫Ω

（犳狀（ω）－１）ｄ犿‖ ≤
ε
２
＋（１＋犕）δ＝ε．

ε的任意性说明了犝 在χΩ 是狑

?范序列连续的．

推论１　特别当犡＝犚时，犿是可列可加的当且仅当其对应泛函犝∶犅（Ω，Σ）→犚是狑
?序列连续．

３　犅（Ω，Σ）上犡值算子的分解

定义２
［７］
　Ω上的非负有限可加测度μ称为是纯有限可加的，若对任意非负可列可加测度λ，且满

足λ≤μ，均有λ＝０；而Ω上的有限可加测度μ称为是纯有限可加的，若其变差测度｜μ｜是纯有限可加的．

定理４　设犿∶Σ→犡 是有界有限可加测度，则犿 能唯一表示成犿＝犿１＋犿２．其中，犿犻∶Σ→犡


是有限可加且对任意狓∈犡
有：１）狓犿１∶Σ→犚是可列可加的；２）狓

犿２∶Σ→犚是纯有限可加的．

注释２　当犡是自反空间时，由上述定理可知犿１ 是弱可列可加，结合Ｐｅｔｔｉｓ定理
［８］，可得犿１ 是可

列可加．

为了给出纯有限可加测度的算子特征刻画，在文献［９］中定义了纯连续．

定义３　设犡是可对偶的Ｂａｎａｃｈ空间，犘犡是可再生锥，即犡＝犘－犘．则有

ⅰ）若犳∈犡具有正分解犳＝犳
＋－犳

－，其中犳
＋和犳

－均为正泛函，且满足是狑
?序列连续的，则称

犳有一个狑

?序列连续正分解；

ⅱ）犳∈犡称为纯连续，若其具有正分解犳＝犳
＋－犳

－且满足：对任意狑
?序列连续泛函犵∈犡

的

任意狑
?序列连续正分解犵＝犵

＋－犵
－，由犳

＋－犳
－
≥犵

＋－犵
－可得犵＝０．

注释３　令犘＝｛犳∈犅（Ω，Σ）∶犳（ω）≥０｝，则有犅（Ω，Σ）＝犘－犘．进一步令犆是由犅（Ω，Σ）上的正

泛函构成的集合，有犆＝｛犉∈犅（Ω，Σ）∶犉（犳）≥０，犳∈犘｝，则有犅（Ω，Σ）＝犆－犆，从而任意的犉∈

犅（Ω，Σ）均可分解成两个正泛函犉
＋，犉－之差，即犉＝犉＋ －犉－且‖犉‖＝‖犉

＋
‖＋‖犉

－
‖．另一方

面，根据实值有限可加测度的Ｈａｈｎ分解定理，任意的μ∈犫犪（Ω，Σ）存在唯一的非负测度μ
＋，μ

－有μ＝

μ
＋－μ

－且｜μ｜＝μ
＋＋μ

－．由定理１及分解唯一性可知，μ
＋与犉＋对应，μ

－与犉－对应，记｜犉｜＝犉
＋＋犉－，

则｜μ｜与｜犉｜一一对应．

定理５　任意的μ∈犫犪（Ω，Σ），μ为纯有限可加当且仅当其对应的泛函犵∈犅
（Ω，Σ）为纯连续的．

证明　μ∈犫犪（Ω，Σ），μ为纯有限可加，由定理１知存在对应泛函犵∈犅
（Ω，Σ），由犵（狓）＝∫Ω

狓ｄμ

决定，其中狓∈犅（Ω，Σ）．设犳∈犅（Ω，Σ）为任意的狑
?序列连续泛函，且满足｜犳｜＝犳

＋ ＋犳
－
≤犵

＋ ＋

犵
－＝｜犵｜，记λ是犳所对应的测度，则由推论１可知，λ是可列可加．结合注释３可知｜λ｜≤｜μ｜，μ的纯
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有限可加性保证了λ＝０，从而犳＝０，即有犵纯连续的．定理的必要性得证；而定理的充分性可由上述类

似地给予证明．

定理６　任意的犝∈犔（犅（Ω，Σ），犡）均可唯一分解成犝＝犝１＋犝２，其中犝犻∶犅（Ω，Σ）→犡
，且对

于任意的狓∈犡
，有１）狓犝１∶犅（Ω，Σ）→犚是狑


?序列连续，即犝１ 是狑


?狑

序列连续；２）狓犝２∶

犅（Ω，Σ）→犚是纯连续的．

证明　对任意犝∈犔（犅（Ω，Σ），犡），由定理２存在对应犿∈犫犪犡（Ω，Σ），由犝（犳）＝∫Ω
犳（ω）ｄ犿 决

定．其中犳∈犅（Ω，Σ）．由定理４可将犿唯一分解成犿１，犿２ 且满足定理４的结论．将定理２中的犡 换

成犡 的二次对偶犡，同理可得犔（犅（Ω，Σ），犡）与犫犪犡（Ω，Σ）之间的一个等距同构，从而记犝１，

犝２∈犔（犅
（Ω，Σ），犡）为犿１，犿２ 对应的算子．则有犝＝犝１＋犝２，且对于任意狓


∈犡

，依推论１，由

狓犿１ 的可列可加性可得狓
犝１ 是狓


?序列连续，即犝１ 是狑


?狑

序列连续；依定理５，由狓犿２ 的纯有

限可加性可得狓犝２ 是纯连续．

结合定理３，注释２与定理６，可得如下推论．

推论２　当犡是自反Ｂａｎａｃｈ空间时，任意犝∈犔（犅（Ω，Σ），犡）均可唯一分解成犝＝犝１＋犝２，其中

犝犻∶犅（Ω，Σ）→犡，且有：１）犝１∶犅（Ω，Σ）→犡 是狑

?范序列连续；２）狓 ∈犡，狓犝２∶犅（Ω，Σ）→犚

是纯连续的．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：　Ｕｓｉｎｇｔｈｅｉｓｏｍｅｔｒｉｍｂｅｔｗｅｅｎｖｅｃｔｏｒｍｅａｓｕｒｅｓａｎｄｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ｗｅｇｉｖｅｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｆｏｒｃｏｕｎｔａｂｌｙ

ａｄｄｉｔｉｖｅｍｅａｓｕｒｅｓ，ｔｈｅｎｂｙａｐｐｌｙｉｎｇｅｘｔｅｎｄｅｄＹｏｓｉｄａＨｅｗｉｔｔｔｈｅｏｒｅｍｗｅｓｈｏｗｔｈａｔａｏｐｅｒａｔｏｒ，ｗｈｉｃｈｄｅｆｉｎｅｄｏｎ

犅（Ω，Σ）＝ｓｐａｎ｛χ犃，犃∈Σ｝ａｎｄｖａｌｕｅｄｉｎｔｈｅｒｅｆｌｅｘｉｖｅＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ，犡ｃａｎｂｅｕｎｉｑｕｅｌｙｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄｉｎｔｏｔｈｅｓｕｍｏｆａ狑


?ｎｏｒｍｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｐｅｒａｔｏｒａｎｄａｐｕｒｅｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｐｅｒａｔｏｒ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　狑

?ｎｏｒｍｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ；ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｐｅｒａｔｏｒ；ｐｕｒｅｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｐｅｒａｔｏｒ；ｖｅｃｔｏｒｍｅａｓｕｒｅｓ；Ｙｏｓｉ

ｄａＨｅｗｉｔｔｔｈｅｏｒｅｍ
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