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一类四阶微积分方程的紧差分格式

任全伟，庄清渠

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　针对由铰链梁横向振动模型而建立的四阶微积分方程，提出紧差分格式进行求解，利用Ｎｅｗｔｏｎ型迭

代法处理积分项，给出差分格式解的存在性、收敛性和稳定性的证明．数值结果表明：格式的精度为犗（犺４）．
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在研究铰链梁横向振动的过程中，可得四阶微积分方程边值问题为

狔
（４）
－ε狔″－

２

π
（∫
π

０

（狔′）
２ｄ狓）狔″＝狆（狓），　　０＜狓＜π，

狔（０）＝狔（π）＝狔″（０）＝狔″（π）＝０

烍

烌

烎．

（１）

式（１）中：ε是正常数；狆（狓）是区间［０，π］上的连续函数，且狆（狓）≤０，狓∈［０，π］．近年来，许多科研工作

者已经对该四阶微积分方程进行了研究．文献［１］给出了该方程的推导过程．文献［２］给出了该方程的有

限元估计．文献［３］给出了该方程有限元估计的误差分析．随后，文献［４］提出用牛顿迭代法来求解该方

程，大大提高了方程求解的收敛速度，而且数值解具有犗（犺２）的精度．本文进一步考虑该方程的紧差分

格式逼近，在保持方程求解收敛速度的同时，得到具有犗（犺４）精度的数值解．

１　古典解的先验估计

首先，根据文献［５］，令（狓）＝－狔″（狓），则式（１）可写为

－″＋ε＋
２

π
（∫
π

０

（狔′）
２ｄ狓）＝狆（狓），　０＜狓＜π，

－狔″－＝０，　　　　　　　　　　　０＜狓＜π，

狔（０）＝狔（π）＝（０）＝（π）＝０

烍

烌

烎．

（２）

其次，仿照文献［６］，令ξ＝
２

π
（∫
π

０

（狔′）
２ｄ狓），则式（２）可写为

－″＋（ε＋ξ）＝狆，　　　　　　０＜狓＜π，

－狔″－＝０，　 ０＜狓＜π，

狔（０）＝狔（π）＝（０）＝（π）＝０

烍

烌

烎．

（３）

　　将ξ看作一个参数，则式（３）的解可表示为＝（狓，ξ），狔＝狔（狓，ξ）．再令犵（ξ）＝
２

π
（∫
π

０

（狔（狓，

ξ）′）
２ｄ狓）．则通过求解方程犵（ξ）＝ξ就可得原方程的解．由文献［４］可知，ξ可看作区间［０，

π‖狆‖
２（ε＋４／π

２）
］

内的一个正数．

为了给出式（３）古典解的先验估计，假设所考虑的微分方程定解问题具有所需阶数的光滑解，则记

　收稿日期：　２０１２１２０３

　通信作者：　庄清渠（１９８０），男，讲师，主要从事微分方程数值解的研究．Ｅｍａｉｌ：ｑｑｚｈｕａｎｇ＠ｈｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

　基金项目：　国家自然科学基金资助项目（１１１２６３３０）；福建省自然科学基金资助项目（２０１１Ｊ０５００５）



犎１０（０，π）为通常的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，则对狌（狓）∈犎
１
０（０，π），记

‖狌‖∞ ＝ ｍａｘ
０≤狓≤π

狘狌（狓）狘，　　‖狌‖ ＝ （∫
π

０
狌２（狓））１

／２，　　狘狌狘１ ＝ （∫
π

０

（狌′（狓））２ｄ狓）１
／２．

　　引理１　若狌（狓）∈犎
１
０（０，π），则有‖狌‖∞≤

槡π
２
｜狌｜１，‖狌‖≤

π

槡６
｜狌｜１．

引理１的证明可参阅文献［７］．由引理１及式（３）可得如下结论．

定理１　设（狓），狔（狓）是式（３）的解，则有
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π
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‖狆‖，　　‖‖ ≤

‖狆‖
６／π

２
＋ε＋ξ
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π
２
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π
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２
＋ε＋ξ

，　　‖狔‖ ≤
π
２

６
· ‖狆‖
６／π

２
＋ε＋ξ

，　　‖狔‖∞ ≤
π
４

２４
‖狆‖∞．

２　紧差分格式

利用泰勒公式［８］的积分余项公式，可得如下引理．

引理２　如果犵（狓）∈犆
６［犮－犺，犮＋犺］，则有

１

１２
［犵″（犮－犺）＋１０犵″（犮）＋犵″（犮＋犺）］＝

１

犺２
［犵（犮＋犺）－２犵（犮）＋犵（犮－犺）］＋

犺４

２４０
犵
（６）（η），　　η∈ （犮－犺，犮＋犺）．

　　为了建立式（３）的紧差分格式，首先，将区间［０，π］作犿等分，记犺＝π／犿，狓犻＝犻犺，０≤犻≤犿．Ω犺＝｛狓犻

｜０≤犻≤犿｝．称定义在Ω犺 上的函数为网格函数．并记δ
２
狓狌犻＝

１

犺２
（狌犻＋１－２狌犻＋狌犻－１）．下面引入紧差分算子，

设ω＝｛ω犻｜０≤犻≤犿｝，定义算子犃为

（犃ω）犻 ＝

１

１２
（ω犻－１＋１０ω犻＋ω犻＋１），　　１≤犻≤犿－１，

ω犻，　　　　　　　　　　　犻＝０，犿

烅

烄

烆 ．

在狓犻处考虑式（３），则有

－″（狓犻）＋（ε＋ξ）（狓犻）＝狆（狓犻），　　１≤犻≤犿－１，

－狔″（狓犻）＝（狓犻），　　　　　　　　　１≤犻≤犿－１，

狔（０）＝狔（π）＝（０）＝（π）＝０

烍

烌

烎．

用算子犃作用于上式可得

－犃″（狓犻）＋（ε＋ξ）犃（狓犻）＝犃狆（狓犻），　　　１≤犻≤犿－１，

－犃狔″（狓犻）＝犃（狓犻），　　　　　　　　　　１≤犻≤犿－１，

狔（０）＝狔（π）＝（０）＝（π）＝０

烍

烌

烎．

（４）

由引理２可得

犃″（狓犻）＝δ
２
狓（狓犻）＋

犺４

２４０

６


狓

６
（ξ犻），　　ξ犻∈ （狓犻－１，狓犻＋１），

犃狔″（狓犻）＝δ
２
狓狔（狓犻）＋

犺４

２４０

６
狔
狓

６
（η犻），　　η犻∈ （狓犻－１，狓犻＋１）

烍

烌

烎
．

　　分别记犚犻＝
犺４

２４０

６


狓

６
（ξ犻），珟犚犻＝

犺４

２４０

６
狔
狓

６
（η犻）．将上式代入式（４），并用犻，狔犻分别代替（狓犻），狔（狓犻），忽

略小量项犗（犺４），可得差分格式为

－δ
２
狓犻＋

（ε＋ξ）

１２
（犻＋１＋１０犻＋犻－１）＝ （狆犻＋１＋１０狆犻＋狆犻－１）／１２，　　１≤犻≤犿－１，

－δ
２
狓狔犻 ＝

１

１２
（犻＋１＋１０犻＋犻－１），　　　　　　　　　　　　　　　１≤犻≤犿－１，

狔０ ＝狔犿 ＝０ ＝犿 ＝０

烍

烌

烎．

（５）
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由上述过程可知该差分格式的截断误差为犗（犺４）．

定理２　差分格式（５）是唯一可解的．

证明　考虑齐次方程组

－δ
２
狓犻＋

（ε＋ξ）

１２
［犻＋１＋１０犻＋犻－１］＝０，　　１≤犻≤犿－１，

０ ＝犿 ＝０

烍

烌

烎．

（６）

令 ｍａｘ
１≤犻≤犿－１

｛｜犻｜｝＝犕，现设犕＝０，则犽∈［１，犿－１］使得｜犽｜＝犕，且｜犽＋１｜和｜犽－１｜中至少有一个小于

犕．则由

（２＋１０
（ε＋ξ）犺

２

１２
）犽 ＝ （１－

（ε＋ξ）犺
２

１２
）犽－１＋（１－

（ε＋ξ）犺
２

１２
）犽＋１

两边取绝对值可得

２犕 ≤［２＋１０
（ε＋ξ）犺

２

１２
］狘犽狘＝狘（１－

（ε＋ξ）犺
２

１２
）犽－１＋（１－

（ε＋ξ）犺
２

１２
）犽＋１狘≤

狘（１－
（ε＋ξ）犺

２

１２
）犽－１狘＋狘（１－

（ε＋ξ）犺
２

１２
）犽＋１狘＜犕＋犕 ＝２犕．

因此，可得犕＝０，这与犕＞０相矛盾，所以方程组（６）只有零解．

另外，由于差分方程组

－δ
２
狓狔犻 ＝０，　　１≤犻≤犿－１，

狔０ ＝狔犿 ＝
｝０

（７）

的系数矩阵是对称正定的，从而也只有零解．因此，差分格式对应的齐次方程组只有零解，所以差分格式

（５）是唯一可解的．

下面讨论差分格式的收敛性．令

犝０ ＝ ｛狌狘狌＝ ｛狌犻狘１≤犻≤犿－１，狌０ ＝狌犿 ＝０｝为Ω犺 上的网格函数｝．

记δ狓狌犻－１／２＝
１

犺
（狌犻－狌犻－１），并且定义范数 ‖狌‖∞，犺 ＝ ｍａｘ

１≤犻≤犿－１
狘狌犻狘，‖狌‖犺 ＝ ［犺（

１

２
狌２０ ＋∑

犿－１

犻＝１

狌２犻 ＋

１

２
狌２犿）］

１／２，狘狌狘１，犺 ＝ ［犺∑
犿

犻＝１

（－δ狓狌犻－１／２）
２］１／２．

　　引理３　若狌∈犝０，则有

狘狌狘
２
１，犺 ＝犺∑

犿

犻＝１

（－δ
２
狓狌犻）狌犻， （８）

‖狌‖∞，犺 ≤
槡π
２
狘狌狘１，犺， （９）

‖狌‖犺 ≤
π

槡６
狘狌狘１，犺． （１０）

　　引理３的证明可参阅文献［７］．

定理３　设＝｛犻｜０≤犻≤犿｝，狔＝｛狔犻｜０≤犻≤犿｝为差分格式（５）的解．则有

‖‖犺 ≤
π
５／２

６
‖狆‖∞，犺， （１１）

狘狘１，犺 ≤
π
３／２

槡６
‖狆‖∞，犺， （１２）

‖‖∞，犺 ≤
π
２

槡２６
‖狆‖∞，犺， （１３）

‖狔‖犺 ≤
π
９／２

３６
‖狆‖∞，犺， （１４）

狘狆狘１，犺 ≤
π
７／２

１２
‖狆‖∞，犺， （１５）

‖狔‖∞，犺 ≤
π
４

２４
‖狆‖∞，犺． （１６）
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　　证明　在式（５）中第一个方程两边同乘以犺犻，并对犻求和，可得

犺∑
犿－１

犻＝１

（－δ
２
狓犻）犻＋∑

犿－１

犻＝１

（ε＋ξ）

１２
犺（犻＋１＋１０犻＋犻－１）犻 ＝

犺
１２∑

犿－１

犻＝１

（狆犻＋１＋１０狆犻＋狆犻－１）犻．

因ε，ξ＞０，故有

∑
犿－１

犻＝１

（ε＋ξ）

１２
犺（犻＋１＋１０犻＋犻－１）犻≥

（ε＋ξ）

１２
犺∑
犿－２

犻＝１

［（犻＋犻＋１）
２
＋８

２
犻 ＋８

２
犿－１］≥０．

而由Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式可得

１

１２
犺∑
犿－１

犻＝１

（狆犻＋１＋１０狆犻＋狆犻－１）犻≤ 犺∑
犿－１

犻＝１

狆
２

槡 犻· 犺∑
犿－１

犻＝１

２

槡 犻 ＝ ‖狆‖犺·‖‖犺．

因此，由式（８）可得

狘狘
２
１，犺 ≤ ‖狆‖犺·‖‖犺，

‖狆‖犺 ＝ 犺∑
犿－１

犻＝１

狆
２

槡 犻 ≤ ‖狆‖∞，犺 ∑
犿－１

犻＝１槡 犺≤槡π‖狆‖∞，犺

烍

烌

烎．

（１７）

由式（１０），（１７）可得

‖‖犺 ≤
π
５／２

６
‖狆‖∞，犺．

即式（１１）成立．利用式（９），（１０），并结合式（１７）可得

狘狘１，犺 ≤
π

槡６
‖狆‖犺 ≤

π
３／２

槡６
‖狆‖∞，犺，

‖‖∞，犺 ≤
槡π
２
狘狘１，犺 ≤

槡π
２
π

槡６
槡π‖狆‖∞，犺 ＝

π
２

槡２６
‖狆‖∞，犺．

即式（１２），（１３）成立．

同理，在－δ
２
狓狔犻＝犃（）犻两边同乘以犺狔犻，并对犻求和得

犺∑
犿－１

犻＝１

（－δ
２
狓狔犻）狔犻＝∑

犿－１

犻＝１

犺
１２
（犻＋１＋１０犻＋犻－１）狔犻．

　　同样，由式（８）与Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式可知

狘狔狘
２
１，犺 ≤ ‖狔‖犺·‖‖犺．

由式（１０），（１１）可得

狘狔狘
２
１，犺 ≤

π

槡６
‖‖犺·‖狔‖１，犺，

狘狔狘１，犺 ≤
π

槡６
‖‖犺 ≤

π

槡６
槡π‖‖∞，犺 ≤

π

槡６
槡π

π

槡２６
‖狆‖∞，犺 ＝

π
７／２

１２
‖狆‖∞，犺．

式（１５）得证．利用式（９），（１０），（１３）得

‖狔‖犺 ≤
π
９／２

３６
‖狆‖∞，犺，

‖狔‖∞，犺 ≤
槡π
２
狘狔狘１，犺 ≤

π
４

２４
‖狆‖∞，犺．

从而式（１４），（１６）得证．由式（４），（５）及定理３可得如下结论．

定理４　假设狔（狓犻）为边值问题（４）的解，狔犻为差分格式（５）的解．记犲犻＝（狓犻）－犻，珓犲犻＝狔（狓犻）－狔犻，

０≤犻≤犿，则有

‖犲‖∞，犺 ≤
π
２

槡４８０６
犕１犺

４，　　‖珓犲‖∞，犺 ≤
π
２

槡４８０６
犕２犺

４．

其中，犕１＝ｍａｘ
０≤狓≤π

｜
（６）（狓）｜；犕２＝ｍａｘ

０≤狓≤π
｜狔

（６）（狓）｜．

定理５　差分格式（５）是稳定的．

证明　假设在计算犃狆（狓犻），犃（狓犻）时，分别有微小的误差犵犻，珟犵犻，设η犻，狏犻是下列问题的解，即
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－δ
２
狓η犻＋（ε＋ξ）犃η犻 ＝犃狆（狓犻）＋犵犻，　　１≤犻≤犿－１，

－δ
２
狓狏犻 ＝犃犻＋

珟犵犻，　　　　　　　　　　１≤犻≤犿－１，

狏０ ＝狏犿 ＝η０ ＝η犿 ＝０

烍

烌

烎．

（１８）

将式（４）和（１８）相减可得

－δ
２
狓λ犻＋犃（ε＋ξ）λ犻 ＝犵犻，　　１≤犻≤犿－１，

－δ
２
狓
珘λ犻 ＝珟犵犻，　　　　　　　　１≤犻≤犿－１，

珘λ犻 ＝珘λ犿 ＝λ０ ＝λ犿 ＝０

烍

烌

烎．

其中，λ犻＝η犻－犻；珘λ犻＝狏犻－狔犻．

由定理３可得

‖λ‖∞，犺 ≤
π
２

槡２６
ｍａｘ

１≤犻≤犿－１
狘犵犻狘，

‖珘λ‖∞，犺 ≤
π
２

槡２６
ｍａｘ

１≤犻≤犿－１
狘珟犵犻狘．

当 ｍａｘ
１≤犻≤犿－１

｜犵犻｜，ｍａｘ
１≤犻≤犿－１

｜珟犵犻｜很小时，｜λ｜，｜珘λ｜也很小，所以差分格式（５）是稳定的．

３　方程的求解

如前所述，可以通过求解犵（ξ）＝ξ得到方程（３）的解，进而可求得原问题（１）的数值解．然而，在多数

情况下，方程犵（ξ）＝ξ的古典解是难以求得的．因此，采用Ｎｅｗｔｏｎ迭代算法
［９］来求解犳（ξ）＝犵（ξ）－ξ＝

０．具体迭代求解过程有如下４个步骤．

１）给定初始值ξ０，如ξ０＝０．

２）已知ξ犽，犽＝０，１，２，…，依次求解下列方程，即

－δ
２
狓犻＋

（ε＋ξ犽）

１２
（犻＋１＋１０犻＋犻－１）＝

１

１２
（狆犻＋１＋１０狆犻＋狆犻－１），　　１≤犻≤犿－１，

－δ
２
狓狔犻 ＝

１

１２
（犻＋１＋１０犻＋犻－１），　　　　　　　　　　　　　　　１≤犻≤犿－１，

狔０ ＝狔犿 ＝０ ＝犿 ＝０

烍

烌

烎．

（１９）

　　３）根据格式

ξ犽＋１ ＝ξ犽－犳（ξ犽）／犳′（ξ犽），　　犽＝０，１，２，…，　ξ０ ≥０

来计算ξ犽＋１，其中，犳（ξ犽），犳′（ξ犽）可分别采用如下数值算法．由分部积分可知

犵（ξ）＝
２

π∫
π

０
狔（狓，ξ）（狓，ξ）ｄ狓．

因此，犳（ξ犽）可利用数值积分
［１０］来逼近，即

犳（ξ犽）＝犵（ξ犽）－ξ犽 ≈
２

π
犺∑
犿－１

犻＝１

狔犽（狓犻）犽（狓犻）－ξ犽．

犳′（ξ犽）可采用数值微分
［１１］的形式进行替代，即

犳′（ξ犽）≈ （犳（ξ犽＋犺）－犳（ξ犽））／犺， （２０）

犳′（ξ犽）≈ （犳（ξ）－犳（ξ犽－犺））／犺． （２１）

　　４）若｜ξ犽－ξ犽＋１｜＜ＴＯＬ（ＴＯＬ为迭代控制精度），迭代终止；否则，令ξ犽＝ξ犽＋１，转至２）．

４　数值结果

为便于表达和计算，在式（１）中选取参数ε＝２，并采用式（２０）进行计算．

例１　狆（狓）＝－４ｓｉｎ狓．

此时方程的精确解为狔（狓）＝－ｓｉｎ狓．当ＴＯＬ＝１０
－１０时，数值解和精确解最大误差的绝对值，以及

不同节点处数值解的最大误差，如表１所示．表１中：犈∞（犺）＝ ｍａｘ
１≤犻≤犿－１

｜狔（狓犻）－狔犻｜．由表１可知：数值解

在范数‖·‖∞，犺下具有４阶精度，且随步长的减小，迭代所需的次数也减小．
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表１　部分节点处数值解的误差的绝对值和数值解的最大误差

Ｔａｂ．１　Ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｏｎｔｈｅｎｏｄｅｓａｎｄｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

犺 犽 π／１０ π／５ ２π／５ ４π／５ 犈∞（犺） 犈∞（犺）／犈∞（犺／２）

π／１０ ９ １．２５９１×１０－５ ２．３９５０×１０－５ ３．８７５２×１０－５ ２．３９５０×１０－５ ４．０７４６×１０－５ －

π／２０ ７ ７．８４６４×１０－８ １．４９２４×１０－６ ２．４１４９×１０－６ １．４９２４×１０－６ ２．５３９１×１０－６ １６．０４７１

π／４０ ７ ４．９００５×１０－８ ９．３２１４×１０－８ １．５０８２×１０－７ ９．３２１４×１０－８ １．５８５８×１０－７ １６．０１１３

π／８０ ７ ３．０６２３×１０－９ ５．８２４９×１０－９ ９．４２４９×１０－９ ５．８２４９×１０－９ ９．９０９９×１０－９ １６．００２７

π／１６０ ６ １．８７７９×１０－１０ ３．５７２０×１０－１０ ５．７７９６×１０－１０ ３．５７１９×１０－１０ ６．０７７７×１０－１０ １６．３０７０

５　结论

提出紧差分格式求解一类四阶微积分方程，证明了格式的存在性、收敛性和稳定性．数值结果表明

格式是有效的，且具有犗（犺４）的精度．
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