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在微分算子作用下调和函数的单叶半径估计

王其文，黄心中

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　基于单叶调和函数系数模估计的猜想，在调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）的系数模满足猜想条件下，研

究犳（狕）在犔＝狕


狕
－珔狕


珔狕
作用下的单叶半径问题，分别得到精确的单叶半径表达式．结果表明：在系数模估计

满足更一般表达式的条件下，同样也能得到在犔作用下犔（犳）的精确单叶半径估计．
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１　预备知识

定义在平面区域Ω犆上的二阶连续可导复值函数犳（狕）＝狌（狕）＋ｉ狏（狕），狕＝狓＋ｉ狔∈Ω称为调和

的，是指犳的Ｌａｐｌａｃｅ算子为０，即Δ犳＝４犳狕珔狕＝０．令Φ表示单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上复值调和函数

犳（狕）全体，且具有规范化条件犳（０）＝犳狕（０）－１＝０，记犳（狕）的Ｊａｃｏｂｉａｎ为犑犳＝｜犳狕｜
２－｜犳珔狕｜

２，狕∈犇．

Ｌｅｗｙ在文献［１］中指出犳（狕）是区域犇上的局部单叶调和函数的充要条件是犑犳（狕）≠０．犳（狕）∈Φ

可表示为犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其中：犺（狕）和犵（狕）在犇内解析且犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀 ．

令犛犎 表示Φ 内单叶保向函数类犳＝犺＋珚犵，当犳珔狕（０）＝０时，其子类犛
０
犎＝｛犳∈犛犎∶犳珔狕（０）＝０｝．

Ｃｌｕｎｉｅ等
［２］定义了在犛０犎 内的Ｋｏｅｂｅ函数，并且给出两个系数猜想．犛

０
犎 内的Ｋｏｅｂｅ函数表达式为

犓（狕）＝犎（狕）＋犌（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犃狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝２

犅狀狕
狀．

其中：犃狀＝
１

６
（２狀＋１）（狀＋１），犅狀＝

１

６
（２狀－１）（狀－１），狀≥１．

当犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）∈犛
０
犎 时，系数猜想为｜犪狀｜≤犃狀，｜犫狀｜≤犅狀，狀≥１．令犓犎 表示由单位圆盘犇

映照到凸区域的保向调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）∈Φ组成．当犳珔狕（０）＝０时，其子类犓
０
犎＝｛犳∈犓犎∶

犳珔狕（０）＝０｝．当犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）∈犓
０
犎，系数猜想为｜犪狀｜≤

狀－１
２
，｜犫狀｜≤

狀＋１
２
，狀≥１．等号可由犔（狕）＝

狕＋∑
∞

狀＝２

狀＋１
２
狕狀－∑

∞

狀＝２

狀－１
２
狕狀 达到．

到目前为止，上述两个系数猜想还未被解决．因此，不少学者开展研究其相反问题
［３?５］，即若调和函

数的系数模估计满足一定的不等式，寻找其单叶半径，考虑相关问题．

给定犳（狕）是犇上的调和函数，犳（狕）在微分算子犔作用下的复值函数为犔犳（狕）＝狕
犳
狕
－珔狕
犳
珔狕
，狕∈

犇．近年来，利用调和函数子类的特性研究其单叶半径估计问题也有不少结果
［５?９］．Ａｂｄｕｌｈａｄｉ等

［６?８］引入

并定义了微分算子犔＝狕


狕
－珔狕



珔狕
，且考虑调和函数在犔 作用下的性质，如犔（犳）具有保调和性，
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保双调和性，但未必保有界性．刘名生等
［１０１１］中利用Ｓｃｈｗａｒｚ引理，分别研究了双调和与调和函数在犔

算子作用下犔（犉）的单叶半径估计问题．

２　主要结果及证明

定理１　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其中犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，且

满足｜犪狀｜≤犃狀，｜犫狀｜≤犅狀，犃狀＝
（２狀＋１）（狀＋１）

６
，犅狀＝

（２狀－１）（狀－１）

６
，则犔（犳）＝狕犳狕－珔狕犳珔狕 在犇 上为调

和函数且在圆盘犇狉
１
＝｛狕｜｜狕｜＜狉１｝内是单叶的，狉１≈０．０６１４是５次方程１－１７狉＋１３狉

２－２１狉３＋１０狉４－

２狉５＝０在区间（０，１）内的最小正根，结果是精确的．

证明　由假设｜犪狀｜≤犃狀，｜犫狀｜≤犅狀 可得犺（狕），犵（狕）在犇内解析，故犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在犇 内是

调和的．由犔的保调和性知犔（犳）在犇内也是调和的，有

犔（犳）＝狕犳狕－珔狕犳珔狕 ＝狕（１＋∑
∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀－１）－珔狕∑

∞

狀＝１

狀珔犫狀珔狕
狀－１
＝狕＋∑

∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀
－∑

∞

狀＝１

狀珔犫狀珔狕
狀．

　　令犎（狕）＝犔（犳），由｜犫狀｜≤犅狀，可推出犫１＝０．要证明犎（狕）在犇狉
１
上的单叶性，任取犇狉上的两点狕１，

狕２，用γ表示线段［狕１，狕２］，有

狘犎（狕１）－犎（狕２）狘＝狘∫γ犎狕ｄ狕＋犎珔狕ｄ珔狕狘＝

狘∫γ（１＋∑
∞

狀＝２

狀２犪狀狕
狀－１）ｄ狕－∑

∞

狀＝２

狀２珔犫狀珔狕
狀－１ｄ珔狕狘≥

狘∫γｄ狕狘－狘∫γ（∑
∞

狀＝２

狀２犪狀狕
狀－１）ｄ狕－∑

∞

狀＝２

狀２珔犫狀珔狕
狀－１ｄ珔狕狘≥

狘狕１－狕２狘－∫［狕
１
，狕
２
］
（∑
∞

狀＝２

狀２狘犪狀狘狘狕狘
狀－１
＋

∑
∞

狀＝２

狀２狘犫狀狘狘狕狘
狀－１）狘ｄ狕狘≥

狘狕１－狕２狘［１－∑
∞

狀＝２

狀２（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）狉
狀－１］≥

狘狕１－狕２狘［１－∑
∞

狀＝２

狀２（犃狀＋犅狀）狉
狀－１］，

则只要证明∑
∞

狀＝２

狀２（犃狀＋犅狀）狉
狀－１
＝∑

∞

狀＝２

２狀４＋狀
２

３
狉狀－１ ＜１，犎（狕）就在犇狉内单叶，即证明不等式

２∑
∞

狀＝２

狀４狉狀－１＋∑
∞

狀＝２

狀２狉狀－１ ＜３ （１）

成立．

因为∑
∞

狀＝１

狀２狉狀－１＝
１＋狉
（１－狉）

３
，∑
∞

狀＝１

狀３狉狀－１＝
狉２＋４狉＋１
（１－狉）

４
，∑

∞

狀＝１

狀４狉狀－１＝
狉３＋１１狉

２
＋１１狉＋１

（１－狉）
５

，将其代入式

（１）有

２（狉３＋１１狉
２
＋１１狉＋１）

（１－狉）
５ ＋

１＋狉
（１－狉）

３ ＜６，

即１－１７狉＋１３狉３＋１０狉４－２狉５＞０成立．

令狉１ 是方程１－１７狉＋１３狉
２－２１狉３＋１０－狉４－２狉５＝０的最小正根，则利用Ｍａｔｌａｂ软件可以求出狉１≈

０．０６１４，从而犔（犳）在｜狕｜＜狉１ 内单叶．

考虑狉１ 的精确性问题，令函数犉０（狕）＝２狕－犎（狕）＋犌（狕）＝狕－∑
∞

狀＝２

犃狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝２

犅狀狕
狀，则
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犔犉
０
（狕）＝狕－∑

∞

狀＝２

狀犃狀狕
狀
－∑

∞

狀＝２

狀犅狀狕
狀
＝犎１（狕）＋犌１（狕），

犑犔（犉
０
）（狉）＝狘犎′１（狉）狘

２
－狘犌′１（狉）狘

２
＝ （狘犎′１（狉）狘＋狘犌′１（狉）狘）（狘犎′１（狉）狘－狘犌′１（狉）狘）＝

（狘犎′１（狉）狘＋狘犌′１（狉）狘）［１－∑
∞

狀＝２

狀２（犃狀＋犅狀）狉
狀－１］．

　　 令犑犔（犉
０
）（狉）＝０，有１－∑

∞

狀＝２

狀２（犃狀＋犅狀）狉
狀－１
＝０，可得狉１≈０．０６１４．所以，若狉＞狉１，函数犔犉０（狕）

在狘狕狘＜狉内不是单叶的，这就证明了狉１ 不能取得更大的数．

相对于犛０犎 类中的凸函数系数猜想，可以证明定理２．

定理２　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其中犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，

并且系数满足条件｜犪狀｜≤
狀＋１
２
，｜犫狀｜≤

狀－１
２
，则犔（犳）＝狕犳狕－珔狕犳珔狕 在犇 上为调和函数且在圆盘犇狉

２
＝｛狕｜

｜狕｜＜狉２｝内是单叶的，狉２≈０．０９０３是４次方程２狉
４－８狉３－１１狉２－１２狉＋１＝０在区间（０，１）内的最小正

根，结果是精确的．

证明　由假设｜犪狀｜≤
狀＋１
２
，｜犫狀｜≤

狀－１
２
，可得犺（狕），犵（狕）在犇 内解析，故犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在犇

内是调和的．由犔的保调和性知犔（犳）在犇内也是调和的，有

犔（犳）＝狕犳狕－珔狕犳珔狕 ＝狕（１＋∑
∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀－１）－珔狕∑

∞

狀＝１

狀珔犫狀珔狕
狀－１
＝狕＋∑

∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀
－∑

∞

狀＝１

狀珔犫狀珔狕
狀．

　　令犎（狕）＝犔（犳），由｜犫狀｜≤
狀－１
２
，可推出犫１＝０．要证明犎（狕）在犇狉

２
上的单叶性，任取犇狉 上的两点

狕１，２，用γ表示线段［狕１，狕２］，有

狘犎（狕１）－犎（狕２）狘＝狘∫γ（１＋∑
∞

狀＝２

狀２犪狀狕
狀－１）ｄ狕－∑

∞

狀＝２

狀２珔犫狀珔狕
狀－１ｄ珔狕狘≥

狘狕１－狕２狘－∫［狕
１
，狕
２
］
（∑
∞

狀＝２

狀２狘犪狀狘狘狕狘
狀－１
＋∑

∞

狀＝２

狀２狘犫狀狘狘狕狘
狀－１）狘ｄ狕狘≥

狘狕１－狕２狘［１－∑
∞

狀＝２

狀２（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）狉
狀－１］≥狘狕１－狕２狘（１－∑

∞

狀＝２

狀３狉狀－１），

只要证明

∑
∞

狀＝２

狀３狉狀－１ ＜１ （２）

成立．

因为∑
∞

狀＝１

狀３狉狀－１ ＝
狉２＋４狉＋１
（１－狉）

４
，代入式（２）有

狉２＋４狉＋１
（１－狉）

４ ≤２成立，即要求２狉
４
－８狉

３
＋１１狉

２
－１２狉＋

１＞０成立．

令狉２ 是方程２狉
４
－８狉

３
－１１狉

２
－１２狉＋１＝０的最小正根，利用 Ｍａｔｌａｂ软件可求出狉２ ≈０．０９０３，

从而犔（犳）在狘狕狘＜狉２ 内单叶．

考虑狉２ 的精确性，令函数犕０（狕）＝２狕－犎（狕）＋犌（狕）＝狕－∑
∞

狀＝２

狀＋１
２
狕狀＋∑

∞

狀＝２

狀－１
２
狕狀，有

犔犕
０
（狕）＝狕－∑

∞

狀＝２

狀（狀＋１）

２
狕狀－∑

∞

狀＝２

狀（狀－１）

２
狕狀 ＝犎２（狕）＋犌２（狕），

犑犔（犕
０
）（狉）＝狘犎′２（狉）狘

２
－狘犌′２（狉）狘

２
＝ （狘犎′２（狉）狘＋狘犌′２（狉）狘）（狘犎′２（狉）狘

２
－狘犌′２（狉）狘）＝

（狘犎′２（狉）狘＋狘犌′２（狉）狘）（１－∑
∞

狀＝２

狀３狉狀－１）．
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令犑犔（犕
０
）（狉）＝０时，有１－∑

∞

狀＝２

狀３狉狀－１＝０，可得狉＝狉２≈０．０９０３．所以，当狉＞狉２，函数犔犕０（狕）在

狘狕狘＜狉内就不是单叶的，这就证明了狉２ 不能取得更大的数．

基于以上结果，下面考虑更一般的情形，可得到定理３．

定理３　 假设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其中犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇

上，满足狘犫１狘＜１且狘犪狀狘＋狘犫狀狘≤α狀
２
＋β狀＋γ，狀≥２，α，β，γ为非负常数，则犔（犳）＝狕犳狕－珔狕犳珔狕 在

犇 上为调和且在圆盘狘狕狘＜狉３内是单叶的，狉３是多项式（１－狘犫１狘）（１－狉）
５
－α（狉

５
－５狉

４
＋１１狉

３
＋狉

２
＋

１６狉）－β（１－狉）（－狉
４
＋４狉

３
－５狉

２
＋８狉）－γ（１－狉）

２（狉３－３狉
２
＋４狉）＝０在区间（０，１）内的最小正根，结

果是精确的．

证明 由假设狘犪狀狘＋狘犫狀狘≤α狀
２
＋β狀＋γ可得犳（狕），犵（狕）在犇内解析，故犳＝犺＋珚犵在犇 内是调

和的，从而犔（犳）在犇内也是调和的，犔（犳）＝狕＋∑
∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀
－∑

∞

狀＝１

狀犫狀狕
狀 ．

令犎（狕）＝犔（犳），要证明犎（狕）在犇狉
３
上的单叶性，任取犇狉上两点狕１，狕２，用γ表示线段［狕１，狕２］，有

狘犎（狕１）－犎（狕２）狘＝狘∫γ犎狕ｄ狕＋犎珔狕ｄ珔狕狘＝狘∫γ（１＋∑
∞

狀＝２

狀２犪狀狕
狀－１）ｄ狕－∑

∞

狀＝１

狀２珔犫狀珔狕
狀－１ｄ珔狕狘≥

（１－狘犫１狘）狘狕１－狕２狘－∫［狕
１
，狕
２
］
（∑
∞

狀＝２

狀２狘犪狀狘狘狕狘
狀－１
＋

∑
∞

狀＝２

狀２狘犫狀狘狘狕狘
狀－１）狘ｄ狕狘≥

狘狕１－狕２狘［（１－狘犫１狘）－∑
∞

狀＝２

狀２（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）狉
狀－１］≥

狘狕１－狕２狘［（１－狘犫１狘）－∑
∞

狀＝２

狀２（α狀
２
＋β狀＋γ）狉

狀－１］，

故只要证明∑
∞

狀＝２

狀２（α狀
２
＋β狀＋γ）狉

狀－１
＜１－狘犫１狘时，犎（狕）就在犇狉内单叶，即

α∑
∞

狀＝２

狀４狉狀－１＋β∑
∞

狀＝２

狀３狉狀－１＋γ∑
∞

狀＝２

狀２狉狀－１ ＜１－狘犫１狘 （３）

成立．因为∑
∞

狀＝１

狀２狉狀－１＝
１＋狉
（１－狉）

３
，∑
∞

狀＝１

狀３狉狀－１＝
狉２＋４狉＋１
（１－狉）

４
，∑
∞

狀＝１

狀４狉狀－１＝
狉３＋１１狉

２
＋１１狉＋１

（１－狉）
５

，将其代入式

（３）有

α（狉
５
－５狉

４
＋１１狉

３
＋狉

２
＋１６狉）

（１－狉）
５ ＋β

（－狉
４
＋４狉

３
－５狉

２
＋８狉）

（１－狉）
４ ＋

γ（狉
３
－３狉

２
＋４狉）

（１－狉）
３ ＜１－狘犫１狘

成立．

狉３ 是方程（１－｜犫１｜）（１－狉）
５－α（狉

５－５狉４＋１１狉３＋狉２＋１６狉）－β（－狉
４＋４狉３－５狉２＋８狉）－γ（狉

３－３狉２＋

４狉）＝０的最小正根，从而犔（犳）在｜狕｜＜狉３ 内单叶．

考虑狉３ 的 精 确 性 问 题，取α，β，γ 满 足 定 理 ３ 中 的 条 件，令 犓０（狕）＝ 狕 － ∑
∞

狀＝２

α狀
２狕狀 ＋

狘犫１狘狕＋∑
∞

狀＝２

（β狀＋γ）狕
狀，有犔犓

０
（狕）＝狕－∑

∞

狀＝２

α狀
３狕狀－狘犫１狘狕＋∑

∞

狀＝２

狀（β狀＋γ）狕
狀
＝犎３（狕）＋犌３（狕），

犑犔（犕
０
）（狉）＝狘犎′３（狉）狘

２
－狘犌′３（狉）狘

２
＝ （狘犎′３（狉）狘＋狘犌′３（狉）狘）（狘犎′３（狉）狘－狘犌′３（狉）狘）＝

（狘犎′３（狉）狘＋狘犌′３（狉）狘）（狘１－∑
∞

狀＝２

α狀
４狉狀－１狘－狘犫１狘－∑

∞

狀＝２

狀２（β狀＋γ）狉
狀－１］．

　　当狉＝狉３ 时，有狘１－∑
∞

狀＝２

α狀
４狉狀－１３ 狘＝１－∑

∞

狀＝２

α狀
４狉狀－１３ ，则

犑犔（犕
０
）（狉３）＝ （狘犎′３（狉３）狘＋狘犌′３（狉３）狘）（狘１－∑

∞

狀＝２

α狀
４狉狀－１３ 狘－狘犫１狘－∑

∞

狀＝２

狀２（β狀＋γ）狉
狀－１
３ ］＝０．
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所以，若狉＞狉３，函数犔犓
０
（狕）在｜狕｜＜狉内不是单叶的，这就证明了狉３ 不能取得更大的数．
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