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摘要：　引入第一类图犌的概念，即若存在一个标号犳，使得｜狏０（犌）－狏１（犌）｜≤１，犲０（犌）≥犲１（犌），则称犌为

第一类图．证明了第一类图犌与路犘 的联图犌∨犘，当犘的阶数大于等于犌 的最大度的２倍加２，即｜犘｜≥

２Δ（犌）＋２时，都是Ｃｏｒｄｉａｌ图，并进一步给出图犌是第一类图的两个充分条件．

关键词：　第一类图；路；联；Ｃｏｒｄｉａｌ图

中图分类号：　Ｏ１５７．５ 文献标志码：　Ａ

自１９８７年Ｃａｈｉｔ提出Ｃｏｒｄｉａｌ图的概念
［１］至今，各种图的Ｃｏｒｄｉａｌ性的研究不断出现

［１?１０］，如有关联

图的Ｃｏｒｄｉａｌ性的结果研究
［２?５］．犆犿∨犓狀，犿犆狀，犘犿∨犓狀，犘犿∨犓１，狀的Ｃｏｒｄｉａｌ性已在一定条件下得到

解决，但犆犿，犓狀，犘犿，犓狀 都是十分具体的，简单的图．文献 ［３］研究由犌导出的图犘狋（犌）（即把犌的所

有边都用长为狋的路来代替后得到的新图）的Ｃｏｒｄｉａｌ性，但有关结论都是在犌是Ｃｏｒｄｉａｌ图的前提条

件下给出的；文献 ［４］给出了犘狋（犓２狀），犘狋（犓２狀＋１）的Ｃｏｒｄｉａｌ性证明结论．但有关联图犌∨犘的Ｃｏｒｄｉａｌ

性均未作深入的研究．本文引入了第一类图的概念，证明了这类图中的任意一个图犌，只要路犘的阶数

｜犘｜≥２Δ（犌）＋２，犌∨犘就是Ｃｏｒｄｉａｌ图．

１　相关定义

文中均为无向有限的简单图，标号为０１标号．对于图犌的顶点集合犞（犌）的标号犳，以犳（狌，狏）＝

｜犳（狌）－犳（狏）｜导出犌的边集合犈（犌）的标号．记

犞犻＝犞犻（犌）＝ ｛狏狘狏∈犞（犌），犳（狏）＝犻｝，

犈犻，犼（犌）＝犈犼，犻（犌）＝ ｛狌，狏狘狌，狏∈犈（犌），犳（狌）＝犻，犳（狏）＝犼或犳（狌）＝犼，犳（狏）＝犻｝，

｛犻，犼｝＝ ｛０，１｝，　　犈０ ＝犈０，０ ∪犈１，１，　　犈１ ＝犈０，１ ∪犈１，０

烅

烄

烆 ，

并以狏０，狏１，犲０，犲１ 分别表示它们的基数．

当同一图犌有更细的标号时，引入更细的标号，如用狏０（犳）＝狏０（犳；犌），表示图犌中标号犳 为０的

顶点集合的基数．

文中标犻的顶点或者边简称为犻点或者犻边，其中犻＝０，１．

定义１
［１１］
　设犌和犎 是两个不相交的图，称犌∨犎 为犌 和犎 的联图．其中，犞（犌∨犎）＝犞（犌）∪

犞（犎），犈（犌∨犎）＝犈（犌）∪犈（犎）∪｛狌狏｜狌∈犞（犌），狏∈犞（犎）｝．

定义２
［１］
　如果对于图犌，存在一个标号犳，使得

１）｜狏０（犌）－狏１（犌）｜≤１；

２）｜犲０（犌）－犲１（犌）｜≤１．

则称犌为Ｃｏｒｄｉａｌ图，犳是犌 的Ｃｏｒｄｉａｌ标号．
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２　主要结果及其证明

设犳是图犌 的一个标号，令犱犻（狓）＝犱犻（犳；狓）表示与顶点狓关联的犻边的数目，犻＝０，１．显然有

犱０（狓）＋犱１（狓）＝犱犌（狓），犲犻（犌）＝
１

２ ∑狓∈犞（犌）
犱犻（狓），犻＝０，１．

引理１　设犳是图犌 的一个标号，狓∈犞（犌），犵是仅把顶点狓的犳标号改变后得到的图犌 的标号，

则有

犲０（犵；犌）－犲０（犳；犌）＝犱１（犳；狓）－犱０（犳；狓）．

　　证明　因为犱１（犳；狓）＝犱０（犳；狓），又犵与犳导出的边标号恰好只对于与顶点狓关联的边不同，所以

有

犲０（犵；犌）－犲０（犳；犌）＝犱０（犵；狓）－犱０（犳；狓）＝犱１（犳；狓）－犱０（犳；狓）．

证毕．

引理２　设犳是图犌 的一个标号，｛狓，狔｝犞（犌），且犳（狓）≠犳（狔），犵是仅对换狓，狔的犳标号后得

到的犌的标号，则有狏０（犳）＝狏０（犵）且有

１）当狓狔犈（犌）时，有

犲０（犵；犌）－犲０（犳；犌）＝犱１（犳；狓）＋犱１（犳；狔）－［犱０（犳；狓）＋犱０（犳；狔）］； （１）

　　２）当狓狔∈犈（犌）时，有

犲０（犵；犌）－犲０（犳；犌）＝犱１（犳；狓）＋犱１（犳；狔）－［犱０（犳；狓）＋犱０（犳；狔）］－２． （２）

　　证明　由犌的定义可知，显然有狏０（犳）＝狏０（犵），则

１）对换狓，狔的标号相当于先改变狓标号，再改变狔的标号，由引理１可得，式（１）成立；

２）与１）的情况比较可得，改变狓标号时，边狓狔由１边变成０边，故式（２）中的犱１（犳；狔）比式（１）

中的犱１（犳；狔）少１，而式（２）中的犱０（犳；狔）比式（１）中的犱０（犳；狔）大１．因此，式（２）的右端比式（１）的右端

少２，故可得等式（２）．

定义３　若图犌存在一个标号犳，使得

狘狏０（犌）－狏１（犌）狘≤１，　　犲０（犌）≥犲１（犌），

则称犌为第一类图；否则，称犌为第二类图．

引理３　若犌为第一类图，则犌或有标号犺，使得

狘狏０（犺；犌）－狏１（犺；犌）狘≤１，

犲（犌）

２
≤犲０（犺；犌）≤

犲（犌）

２
＋Δ（犌）；

或有标号犵，使得

狘狏０（犵；犌）－狏１（犵；犌）狘≤１，

犲（犌）

２
－Δ（犌）≤犲０（犵；犌）≤

犲（犌）

２
．

　　证明　因犌为第一类图，故有标号犳，使得

狘狏０（犌）－狏１（犌）狘≤１，　　犲０（犌）≥犲１（犌）．

　　当犲０（犌）＝犲１（犌）时，犳即引理的犺，故可设犲０（犌）＞犲１（犌）．分两种情况进行讨论．

１）当｜犌｜是奇数时，令犞（犌）＝｛狓１，狓２，…，狓犾；狔１，狔２，…，狔犾；狕｝，犳（狓犻）＝犳（狕）＝０，犳（狔犻）＝１，犻＝１，

…，犾，则有

０＜犲０（犌）－犲１（犌）＝
１

２
｛∑
犾

犻＝１

［犱０（狓犻）＋犱０（狔犻）－犱１（狓犻）－犱１（狔犻）］＋犱０（狕）－犱１（狕）｝．

　　若犱０（狕）＞犱１（狕），改变狕的标号，可得狏０＝狏１－１，由引理１知，犲０（犌）减少，但减少量不超过Δ（犌）．

若犱０（狕）≤犱１（狕），则存在某个犻，使得犱０（狓犻）＋犱０（狔犻）－犱１（狓犻）－犱１（狔犻）＞０．对换狓犻，狔犻的标号，由引理

２可知，犲０（犌）减少，且当狓犻狔犻犈（犌）时，犲０（犌）的减少量为犱０（狓犻）＋犱０（狔犻）－犱１（狓犻）－犱１（狔犻）≤犱０（狓犻）＋

犱０（狔犻）≤２Δ（犌）；且当狓犻狔犻∈犈（犌）时，因狓犻，狔犻的标号不同，故犱１（狓犻）≥１，犱１（狔犻）≥１，犱１（狓犻）＋犱１（狔犻）≥

２．由引理２可知：犲０（犌）的减少量为犱０（狓犻）＋犱０（狔犻）＋２－犱１（狓犻）－犱１（狔犻）≤犱０（狓犻）＋犱０（狔犻）≤２Δ（犌）；
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若犲０（犌）变小后，仍有犲０（犌）＞犲１（犌），可再继续上面的步骤，直到出现犲０（犌）≤犲１（犌）为止．

令最后保持犲０（犌）＞犲１（犌）的标号为犺，出现犲０（犌）≤犲１（犌）的标号为犵，则有犲０（犺；犌）＞犲１（犺；犌），

犲０（犵；犌）≤犲１（犵；犌）．因犲０（犌）＋犲１（犌）＝犲（犌），故有犲１（犵；犌）≤犲（犌）／２＜犲０（犺；犌）．在每对换一对顶点的

标号时，犲０（犌）的减少量不超过２Δ（犌），即犲０（犺；犌）－犲０（犺；犌）≤２Δ（犌），从而易得引理３的两个不等式．

对换狓犻，狔犻的标号并不影响犌 中０点和１点的数目，所以有

狘狏０（犺；犌）－狏１（犺；犌）狘＝狘狏０（犵；犌）－狏１（犵；犌）狘＝狘狏０（犳；犌）－狏１（犳；犌）狘≤１．

　　２）当｜犌｜是偶数时，不出现上面的狕，保留前面关于狓犻，狔犻的标号变化时的证明即可证．

引理４　设犳是狀阶路犘＝犘狌
１
，…，狌狀

的一个标号（其中狀≥４），｜犈０，０（犘）｜＞０，｜犈１，１（犘）｜＞０，则犘存

在另一标号犵，满足狏０（犵）＝狏１（犳），犲０（犵）＝犲１（犳）－２．

证明　不妨设犳（狌犻）＝犳（狌犻＋１）＝０，犳（狌犼）＝犳（狌犼＋１）＝１，其中犻＋１＜犼，犻＝１，２，…，狀－３，并设狌犻＋１与

狌犼之间无０边．那么，必有犳（狌犻＋２）＝１，犳（狌犻＋３）＝０，犳（狌犻＋４）＝１，…，犳（狌犼－１）＝０．

对换狌犻＋１与狌犻＋２的标号，狏０（犘）和犲０（犘）并不改变，但是新的０边狌犻＋２狌犻＋３与０边狌犼狌犼＋１的距离变小．

用此方法变换直到狌犼－２狌犼－１的标号为０，此时，再对换狌犼－１和狌犼的标号，即得所需标号犵．

引理５　对于任意的狀阶路犘＝犘狌
１
，…，狌狀

（其中狀≥３）及犓＝｛０，１，２，…，狀－２｝，都存在标号犳，使得

狘狏０（犘）－狏１（犘）狘≤１，　　犲０（犘）∈犓．

　　证明　当狀＝３时，可以直接验证结论．当狀≥４时，先把狌１，…，狌［狀＋１］
２
都标号为０，狌［狀＋１］

２ ＋１，…，狌狀 都

标为１，此时｜狏０（犘）－狏１（犘）｜≤１，犲０（犘）＝狀－２．然后用引理４的方法，使得犲０（犘）逐次减少２，犲０（犘）可

取狀－２，狀－４，…．

容易看出当狀为偶数时，末项为０；当狀为奇数时末项为１．若开始把狌１，…，狌［狀＋１］
２ －１以及狌狀 标为０，

把狌［狀＋１］
２
，狌［狀＋１］

２ ＋１，…，狌狀－１标为１，然后用引理４，可使得犲０（犘）逐次可取狀－３，狀－５，…．以上两个犲０（犘）

取值集合的并恰为｛０，１，…，狀－１，狀－２｝．

定理１　 若犌为第一类图，犌＝犌
∨犘，｜犘｜≥２Δ（犌）＋２，则犌是Ｃｏｒｄｉａｌ图．

证明　由题意可知，把犌视为引理３中的犌，因为犌与犘中顶点标号０，１可以独立选择，因此利

用引理３，５的标号，使得｜狏０（犌）－狏１（犌）｜≤１．再有，对犌的任意边标号，均有犲０（犌）＋犲１（犌）＝犲（犌），故

Ｃｏｒｄｉａｌ图的边标号条件｜犲０（犌）－犲１（犌）｜≤１等价于｜犲０（犌）－犲（犌）／２｜≤１／２．因为犌
是第一类图，根据

引理３可分如下两种情况讨论．

情形１　犌有标号犺，使得犲（犌）／２≤犲０（犺；犌
）≤犲（犌）／２＋Δ（犌），令犲０（犺；犌

）＝犲（犌）／２＋

α，其中０≤α≤Δ（犌）．为了使得｜犲０（犘）＋犲０（犺；犌
）－（犲（犘）＋犲（犌））／２｜≤１／２，只需选择犘的一种标

号满足｜犲０（犘）－犲（犘）／２＋α｜≤１／２，即只要使得犲０（犘）－犲（犘）／２的取值为－α或－α±１／２即可．而根据

引理５，犲０（犘）－犲（犘）／２的取值集合为｛－
｜犘｜－１
２

，１－
｜犘｜－１
２

，…，｜犘｜－２－
｜犘｜－１
２

｝．集合中序列的公

差为１，又因｜犘｜－１≥Δ（犌）＋１≥２α＋１，即有（１－｜犘｜）／２≤－（α＋１／２）．所以犲０（犘）－犲（犘）／２必然可

以取到－α或－α±１／２．

情形２　犌有标号犵，使得犲（犌）／２－Δ（犌）≤犲０（犵；犌
）≤犲（犌）／２．令犲０（犵；犌

）＝犲（犌）／２＋

β，其中－Δ（犌
）≤β≤０．故只需选择犘的标号，使得犲０（犘）－犲（犘）／２取值－β或－β±１／２即可．由于

有｜犘｜－２－（｜犘｜－１）／２＝（｜犘｜－３）／２≥Δ（犌）－１／２≥－β－１／２，故犲０（犘）－犲（犘）／２必然可以取到－

β或－β±１／２．

３　第一类图的充分条件及其证明

定理２　１）若奇阶图犌的犞（犌）＝｛狓１，狓２，…，狓犽，狔１，狔２，…，狔犽，狕｝满足狓犻狔犻犈（犌），犻＝１，２，…，犽，

则犌为第一类图．

２）若偶阶图犌的犞（犌）＝｛狓１，狓２，…，狓犽，狔１，狔２，…，狔犽｝满足狓犻狔犻犈（犌），犻＝１，２，…，犽，则犌为第

一类图．

证明　１）给犌一个标号犳，使得犳（狓犻）＝犳（狕）＝０，犳（狔犻）＝１，犻＝１，２，…，犽．若犲０（犳；犌）≥犲１（犳；犌），

则犌即为第一类图．
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若犲０（犳；犌）＜犲１（犳；犌），则有

０＜犲０（犳；犌）－犲１（犳；犌）＝
１

２
｛∑
犽

犻＝１

［犱１（狓犻）＋犱１（狔犻）－犱０（狓犻）－犱０（狔犻）］＋犱１（狕）－犱０（狕）｝．

　　当犱１（狕）＞犱０（狕）＞０时，改变狕的标号，犲０（犌）变大，则当某个犻使得犱１（狓犻）＋犱１（狔犻）－犱０（狓犻）－

犱０（狔犻）＞０时，由引理２的式（１）可知，对换狓犻，狔犻的标号，犲０（犌）增加．将此步骤进行若干次，必能得到

一种标号，使得犲０（犌）≥犲１（犌）．命题得证．

２）证明方法与１）的方法类似，在此略过．

定理３　如果Δ（犌）≤｜犌｜／２－１，则犌为第一类图．

证明　考虑犌的补图珚犌，由已知条件知δ（犌）≥｜犌｜／２．由Ｄｉｒａｃ定理知，珚犌有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈犎，在犎

中相邻的每对顶点在犌 中不相邻，故犌满足定理２的条件，从而犌为第一类图．
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