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图的拉普拉斯谱半径对应的

特征向量性质及其应用

汪秋分，宋海洲

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究图的拉普拉斯谱半径对应的特征向量的性质及应用，并得到一些有关图的移接变形对拉普拉斯

谱半径影响的结果．
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设犌是一个简单的连通图
［１］，犌＝（犞，犈）．其顶点集犞＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝，边集犈＝｛犲１，犲２，…，犲犿｝．记

顶点狏犻的度为犱犻，犻＝１，２，…，狀．记犇（犌）＝ｄｉａｇ｛犱１，犱２，…，犱狀｝和犃（犌）分别为犌的度对角矩阵和邻接

矩阵［２］，则犔（犌）＝犇（犌）－犃（犌）为犌的拉普拉斯矩阵
［３］．显然，犔（犌）是半正定、对称和奇异的．称犔（犌）

的特征值为犌的拉普拉斯特征值，记为μ（犌）＝μ１（犌）≥μ２（犌）≥…≥μ狀（犌）＝０．特别的，称μ（犌）为犌的

拉普拉斯谱半径［４］．树是含狀个顶点，狀－１条边的简单连通图．图犌中所有的度为１的顶点称为图犌的

悬挂点［５］．记犖犌（狏）表示图犌中与狏相邻接的顶点集，犱狏 表示图犌 中顶点狏的度．有关图的拉普拉斯谱

半径的结果有很多，如郭继明［６］的加边或嫁接边对图的拉普拉斯谱半径的影响，袁西英等［７］的树的运算

及其Ｌａｐｌａｃｅ谱，郭继明
［８］的树的拉普拉斯谱半径，谭尚旺［９］的关于树的拉普拉斯谱半径，张晓东［１０］的

给定度序列的树的拉普拉斯谱半径，等等．本文给出了图的拉普拉斯谱半径对应的特征向量的性质及应

用，并得到了一些有关图的移接变形对拉普拉斯谱半径影响的结果．

１　相关定义与性质

１．１　图的拉普拉斯谱半径对应的特征向量的定义

介绍其定义之前，先证明一个定理．

定理１　设犌＝（犞，犈）是一个简单的连通图，且｜犞｜＝狀．记犔（犌）为图犌的拉普拉斯矩阵，有时也简

记为犔，μ（犌）为图犌的拉普拉斯谱半径．则对于向量狓∈犚
狀×１，有

１）μ（犌）＝ｍａｘ
１≤犻≤狀

｛μ犻｝，μ１，μ２，…，μ狀 为犔（犌）的狀个特征值；

２）μ（犌）＝ｍａｘ
‖狓‖＝１

（狓′犔狓）；

３）若‖狓‖＝１，且狓′犔（犌）狓＝μ（犌），则犔（犌）狓＝μ（犌）狓．

证明　１）由拉普拉斯谱半径的定义容易证明．

２）由于犔（犌）是一个实对称矩阵，因此，存在一个正交矩阵犘，使得犘－１犔犘＝ｄｉａｇ（μ１，μ２，…，μ狀），其

中，μ１，μ２，…，μ狀 为犔（犌）的狀个实特征值．

令ｄｉａｇ（μ１，μ２，…，μ狀）＝犇，犘＝（犘１，犘２，…，犘狀），狓＝犘狔，则有

狓′犔狓＝狔′犘′犔犘狔＝狔′犘
－１犔犘狔＝狔′犇狔＝∑

狀

犻＝１
μ犻狔

２
犻．
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　　又由于犘是正交矩阵，并且有狓＝犘狔．因此，当‖狓‖＝１时，有‖狔‖＝１．不失一般性，可假设μ１≤

μ２≤…≤μ狀．因而有

ｍａｘ
‖狓‖＝１

（狓′犔狓）＝ｍａｘ
‖狔‖＝１∑

狀

犻＝１
μ犻狔

２
犻 ≤ ｍａｘ

‖狔‖＝１∑
狀

犻＝１
μ狀狔

２
犻 ＝

μ狀 ｍａｘ
‖狔‖＝１∑

狀

犻＝１

狔
２
犻 ＝μ狀 ＝μ（犌）．

　　令狔
＝ｅ狀＝（０，０，…，０，１）′狀×１，记狓

＝犘狔
＝犘狀，则上面不等式等号成立．因此有μ（犌）＝ ｍａｘ

‖狓‖＝１

（狓′

犔狓）．

３）设μ１，μ２，…，μ狀 为犔（犌）的狀个特征值，犘，犇，狔的含义同２）．不失一般性，可设μ１≤μ２≤…≤μ狀．

则由１）可知μ（犌）＝μ狀．又由于狓′犔（犌）狓＝μ（犌），因此狓′犔（犌）狓＝狔′犇狔＝μ（犌）＝μ狀．即有狔′犇狔＝μ狀．

易知犔（犌）是一个实对称半正定矩阵，且μ１＝０，μ狀＞０．不妨假设实数狊（１≤狊≤狀）是满足μ狊＜μ狊＋１且

μ狊＋１＝μ狀 的最大自然数．所以狔＝（０１×狊，犣）１×狀，其中，实向量犣∈犚
１×（狀－狊）且‖犣‖＝１．记犣＝（狔狊＋１，狔狊＋２，

…，狔狀），则有狓＝犘狔＝ ∑
狀

犽＝狊＋１

狔犽犘犽．可知狓是犔（犌）的对应于μ狀 的特征向量，因此有犔（犌）狓＝μ（犌）狓．

下面给出图的拉普拉斯谱半径对应的特征向量的定义．

定义１　设犌＝（犞，犈）是一个简单的连通图．若向量狓∈犚
狀×１满足‖狓‖＝１，且狓′犔（犌）狓＝μ（犌），则

称狓为图犌 的一个规范拉普拉斯谱向量．

１．２　图的拉普拉斯谱半径对应的特征向量的性质

下面给出有关图的拉普拉斯谱半径对应的特征向量的一些性质．

定理２　设犜是一棵树，其顶点集犞＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝．记犔（犜）为犜的拉普拉斯矩阵，μ（犜）为犜的

拉普拉斯谱半径．若狓为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，且狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）′．则有：１）狓为实向量；

２）｜狓｜＞０，其中，｜狓｜＝（｜狓１｜，｜狓２｜，…，｜狓狀｜）′．

证明　１）由题意可知：犔（犜）是实对称矩阵．又μ（犜）也为实数，因此，狓为实向量．

２）反证法．假设｜狓｜＞０不成立，必然存在一个顶点集犎＝｛狏犼１，狏犼２，…，狏犼狋
｝，使狓犼犾＝０（犾＝１，２，…，

狋），其中，１≤狋≤狀，１≤犼≤狀，狓犼为顶点狏犼对应于一个规范拉普拉斯谱向量的分量．

又由于狓为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，因而有‖狓‖＝１．所以狓≠０，且存在顶点狏∈犞（犜）使

得狓狏＝０，及顶点狌∈犖犜（狏）使得狓狌≠０．

设犜是以顶点狏为根节点的根树，记犖犜（狏）＝｛狑１，狑２，…，狑狊｝．另记犜犻为由狑犻及狑犻的所有子孙

组成的子树，犻＝１，２，…，狊．令狔狏＝狓狏＝０，狔狑犻＝｜狓狑犻｜，当狓狑犻≥０时，有狔犼＝狓犼（狏犼∈犜犻），当狓狑犻＜０时，有

狔犼＝－狓犼（狏犼∈犜犻），犻＝１，２，…，狊．

因此，有狔狑犻≥０，犻＝１，２，…，狊，‖狔‖＝１且狔′犔（犜）狔＝狓′犔（犜）狓＝μ（犜）．由定义１可知，狔是犜 的

一个规范拉普拉斯谱向量．根据定理１可得犔（犜）狔＝μ（犜）狔．又已知犔（犜）＝犇（犜）－犃（犜），则（犇（犜）－

犃（犜））狔＝μ（犜）狔．故（（犇（犜）－μ（犜）犐）狔）狏＝（犃（犜）狔）狏．因此可得∑
狊

犻＝１

狔狑犻 ＝０．

然而狔狑犻≥０，且存在犻０＝∈｛１，２，…，狊｝，使得狑犻０＝狌满足狔狌＞０．因而∑
狊

犻＝１

狔狑犻 ＞０，从而导致矛盾，

原命题成立．

定理３　设犜是一棵树，狏是犜 的一个顶点，狏１，狏２，…，狏狊是与狏相邻的悬挂点．若狓＝（狓１，狓２，…，

狓狀）′为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，这里狓犻对应于顶点狏犻，１≤犻≤狀，则狓狏
犼
＝狓狏犻，１≤犻＜犼≤狊．

证明　由于狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）′为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，由定理１及定义１可得

犔（犜）狓＝μ（犜）狓．

　　又已知犔（犜）＝犇（犜）－犃（犜），则有（犇（犜）－犃（犜））狓＝μ（犜）狓，所以可得（（犇（犜）－μ（犜）犐）狓）狏犻＝

（犃（犜）狓）狏犻＝狓狏，犻＝１，２，…，狊．从而有（１－μ（犜））狓狏１＝狓狏，（１－μ（犜））狓狏２＝狓狏，…，（１－μ（犜））狓狏狊＝狓狏．因

此狓狏
犼
＝狓狏犻（１≤犻＜犼≤狊）．

定理４　设犜＝（犞，犈）是一棵树，其顶点集犞（犜）＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝，边集记为犈（犜）．若狓＝（狓１，狓２，

８０１ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０１４年



…，狓狀）′为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，狓犻对应于顶点狏犻，１≤犻≤狀．则有：１）对于任意边狌狏∈犈（犜），

有狓狌狓狏＜０；２）∑
狀

犻＝１

狓犻＝０．

证明　１）由于狓为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，由定义１可得

μ（犜）＝狓′犔（犜）狓＝ ∑
犻，犼∈犈（犜）

（狓犻－狔犼）
２，　　１≤犻＜犼≤狀．

图１　顶点狌是顶点　　图２　狏及狏的所有子孙

　　狏的父节点　　　　　　组成的犽层子树

Ｆｉｇ．１　Ｖｅｒｔｅｘ狌ｉｓ　　Ｆｉｇ．２　Ｓｕｂｔｒｅｅｗｉｔｈ犽ｌｅｖｅｌｓ

ｔｈｅｆａｔｈｅｒｖｅｒｔｅｘ　　　　　ｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍ狏

　　ｏｆｖｅｒｔｅｘ狏　　　　　　ａｎｄ狏′ｓｄｅｓｃｅｎｄａｎｔｓ

对任意狌狏∈犈（犜），由定理２可得｜狓狌｜＞０且｜狓狏｜＞

０，所以有狓狌狓狏≠０．

设存在边狌狏∈犈（犜）使得狓狌狓狏＞０．设犜 是以狉

为根节点的根树，可设顶点狌是顶点狏的父节点（图

１）．设犜１＝（犞１，犈１）是由狏及狏的所有子孙组成的犽

层子树（图２）．不失一般性，假设狓狌＞０，故狓狏＞０．

取狔＝（狔１，狔２，…，狔狀）′，令狔犻＝狓犻（犻犞１），狔狑
１
＝

－｜狓狑
１
｜（狑１ 是犜１ 的第１层上的顶点，即狑１＝狏），

狔狑
２
＝（－１）２｜狓狑

２
｜（任意狑２ 是犜１ 的第２层上的顶

点），…，狔狑犽＝（－１）
犽
｜狓狑犽｜（任意狑犽 是犜１ 的第犽层

上的顶点）．则有‖狔‖＝‖狓‖＝１，且有

狔′犔（犜）狔＝ ∑
犻，犼∈犈（犜）

（狔犻－狔犼）
２
＝

∑
犻，犼∈犈（犜）／犈１

（狓犻－狓犼）
２
＋ ∑
犻，犼∈犈１

／狌狏

（狔犻－狔犼）
２
＋（狓狌＋狓狏）

２
＞

∑
犻，犼∈犈（犜）／犈１

（狓犻－狓犼）
２
＋ ∑
犻，犼∈犈１

／狌狏

（狓犻－狓犼）
２
＋（狓狌－狓狏）

２
＝

∑
犻，犼∈犈

（狓犻－狓犼）
２
＝μ（犜）．

　　因此，存在一个单位向量狔＝（狔１，狔２，…，狔狀）′，使μ（犜）＜狔′犔（犜）狔．这与定理１矛盾，故有狓狌狓狏＜０．

２）由于狓为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，因而有（犇（犜）－犃（犜））狓＝μ（犜）狓．因此 （犱狏犻 －

μ（犜））狓犻＝ ∑
狏
犼∈犖犜

（狏犻
）

狓犼．所以有∑
狀

犻＝１

（犱狏犻 －μ（犜））狓犻 ＝ ∑
狀

犻＝１
∑

狏
犼∈犖犜

（狏犻
）

狓犼．从而∑
狀

犻＝１

犱狏犻狓犻 －μ（犜）∑
狀

犻＝１

狓犻 ＝

∑
狀

犻＝１

犱狏犻狓犻，所以∑
狀

犻＝１

狓犻＝０．

２　图的拉普拉斯谱半径对应的特征向量的应用

２．１　加边对图的拉普拉斯谱半径的影响

定理５　设狌，狏是树犜 的两个顶点．记顶点狌，狏之间的距离为犱（狌，狏）＝犽，其中，犽为奇数且犽≥３．

若犌是由犜 添加新边设狌狏后所得到的图，则有μ（犌）＞μ（犜）．

证明　设狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）′为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，狓犻对应于顶点狏犻，１≤犻≤狀．由于犽

为奇数且犽≥３，由前面定理４可得：狓狌狓狏＜０．记犜与犌 的边集分别为犈（犜）和犈（犌），因此有

μ（犌）＝ｍａｘ
‖狔‖＝１

狔′犔（犌）狔＝ ｍａｘ
‖狔‖＝１ ∑犻，犼∈犈（犌）

（狔犻－狔犼）
２
≥

∑
犻，犼∈犈（犌）

（狓犻－狓犼）
２
＞ ∑

犻，犼∈犈（犜）

（狓犻－狓犼）
２
＝μ（犜）．

即μ（犌）＞μ（犜）．

２．２　嫁接对图的拉普拉斯谱半径的影响

定理６　设狌，狏是树犜 的两个顶点，犜＝（犞（犜），犈（犜）），且有犖犜（狏）／（犖犜（狌）∪｛狌｝）＝｛狏１，狏２，…，

狏狊｝，１≤狊≤犱狏，设狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）′为犜 的一个规范拉普拉斯谱向量，狓犻对应于顶点狏犻，１≤犻≤狀，犜


是由犜删除边狏狏犻，添加边狌狏犻后所得到的树 （１≤犻≤狊）（图３）．若｜狓狌｜≥｜狓狏｜，则μ（犜）＜μ（犜
）．
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图３　树犜和树犜

Ｆｉｇ．３　Ｔｒｅｅ犜ａｎｄ犜


证明　对于树犜，设犜＝（犞，犈）形成一根树，且顶点狏是

狏１，狏２，…，狏狊的父节点．令犜１ 是由顶点狏，狏１，狏２，…，狏狊 及狏１，

狏２，…，狏狊的所有子孙组成的子树，犜１＝（犞１，犈１）．类似的，对于

树犜，设犜＝（犞，犈）形成一根树，狌为其根节点，并且顶

点狌是狏１，狏２，…，狏狊的父节点．令犜

１ 是由顶点狌，狏１，狏２，…，狏狊

及狏１，狏２，…，狏狊 的所有子孙组成的子树，且犜

１ 的层次（高度

加１）为犽．记犈′１＝犈１／｛狏狏１，狏狏２，…，狏狏狊｝．

令狔犻＝狓犻（狏犻∈犞／犞（犜１）），狔狏＝狓狏，狔狑
１
＝－ｓｇｎ（狓狌）｜狓狑

１
｜（任意狑１ 是犜


１ 的第２层上的顶点），

狔狑
２
＝（－１）２ｓｇｎ（狓狌）｜狓狑

２
｜（任意狑２ 是犜


１ 的第３层上的顶点），…，狔狑犽－１＝（－１）

犽－１ｓｇｎ（狓狌）｜狓狑犽－１｜（任

意狑犽－１是犜

１ 的第犽层上的顶点）．则可得‖狔‖＝１，且

狔′犔（犜）狔－狓′犔（犜）狓＝ ∑
犻，犼∈犈



（狔犻－狔犼）
２
－∑
犻，犼∈犈

（狓犻－狓犼）
２
＝

［∑
犻，犼∈犈′１

（狔犻－狔犼）
２
＋ ∑
犻，犼∈犈

／犈′
１

（狔犻－狔犼）
２］－

［∑
犻，犼∈犈′１

（狓犻－狓犼）
２
－ ∑
犻，犼∈犈／犈′１

（狓犻－狓犼）
２］＝

∑
犻，犼∈犈

／犈′
１

（狔犻－狔犼）
２
－ ∑
犻，犼∈犈／犈′１

（狓犻－狓犼）
２
＝

∑
狊

犻＝１

（狘狓狌狘＋狘狓狏犻狘）
２
－∑

狊

犻＝１

（狘狓狏狘＋狘狓狏犻狘）
２
＝

∑
狊

犻＝１

（狘狓狌狘
２
－狘狓狏狘

２）＋２∑
狊

犻＝１

狘狓狏犻狘（狘狓狌狘－狘狓狏狘）≥０．

即有狔′犔（犜）狔≥狓′犔（犜）狓．因此

μ（犜）＝狓′犔（犜）狓≤狔′犔（犜
）狔≤ ｍａｘ

‖狔‖＝１
狔′犔（犜）狔＝μ（犜

）． （１）

故有μ（犜）≤μ（犜
）．

若μ（犜）＝μ（犜
），则式（１）中等号成立，故有μ（犜）＝狔′犔（犜

）狔＝μ（犜
）．因而，由定理１可以得

犔（犜）狔＝μ（犜
）狔．又犔（犜）＝犇（犜）－犃（犜），所以

μ（犜
）狔狏 ＝ （犔（犜

）狔）狏 ＝犱犜（狏）狔狏－ ∑
狏犻∈犖犜

（狏）
狔犻， （２）

式（２）中 ：犱犜（狏）为顶点狏在树犜
中的度．

又犔（犜）狓＝μ（犜）狓，类似的有

μ（犜）狓狏 ＝ （犔（犜）狓）狏 ＝犱（狏）狓狏－ ∑
狏犻∈犖犜

（狏）

狓犻＝犱（狏）狔狏－ ∑
狏犻∈犖犜

（狏）

狓犻－∑
狊

犻＝１

狓犻． （３）

由式（２）～（３）可得

（μ（犜
）－μ（犜））狓狏 ＝∑

狊

犻＝１

狓犻－狊狓狏＋ ∑
狏犻∈犖犜

（狏）

（狓犻－狔犻）．

　　 不失一般性，设狓狏 ＞０．

若狓狌 ＞０，由定理４可得（μ（犜
）－μ（犜））狓狏＝∑

狊

犻＝１

狓犻－狊狓狏＜０．因而有μ（犜）＞μ（犜
），这与假设

矛盾．

若狓狌 ＜０，由定理４可得（μ（犜
）－μ（犜））狓狏＝∑

狊

犻＝１

狓犻－狊狓狏＋ ∑
狏犻∈犖犜

（狏）

（狓犻－狘狓犻狘）＜０．有μ（犜）＞

μ（犜
），这也与假设矛盾．

综上所述，若｜狓狌｜≥｜狓狏｜，则μ（犜）＜μ（犜
）．

推论１　设犜是如定理６所定义的树，若狔＝（狔１，狔２，…，狔狀）′为犜
的一个规范拉普拉斯谱向量，

狔犻对应于顶点狏犻，１≤犻≤狀，则｜狔狌｜＞｜狔狏｜．
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证明　反证法．若｜狔狌｜≤｜狔狏｜，由定理６可得μ（犜）＞μ（犜
）．这与定理６结论矛盾，顾原命题成立．

推论２　设犌＝（犞，犈）为含狀个顶点的树，狉，狊，狋是犌 的三个不同的顶点，且狉狊∈犈（犌），狉狋犈（犌）．

设犌是由犌删除边狉狊添加边狉狋后所得到的树．设狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）′为犌 的一个规范拉普拉斯谱向

量，狓犻对应于顶点狏犻，１≤犻≤狀；狓
＝（狓１ ，狓


２ ，…，狓


狀 ）′为犌

的一个规范拉普拉斯谱向量，狓犻 对应于顶

点狏
犻 ，１≤犻≤狀．若｜狓狋｜≥｜狓狊｜，则｜狓


狋｜＞｜狓


狊｜．

证明　显然，由题意可知，犌是由犌删除边狉狋添加边狉狊后所得到的树．假设｜狓

狋｜≤｜狓


狊｜，由定理

６可得μ（犌）＞μ（犌
）．又｜狓狋｜≥｜狓狊｜，由定理６得μ（犌）＜μ（犌

）．这样导致矛盾，因此原命题成立．
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