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双调和型映照的犔犪狀犱犪狌定理

石擎天，黄心中

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　利用单位圆盘上有界调和映照的系数估计及Ｓｃｈｗａｒｚ引理，对双调和映照犉（狕）及其在微分算子犔作

用下犔犉（狕）的Ｌａｎｄａｕ定理中的单叶半径进行估计．所得结果改进了刘名生等和Ｃｈｅｎ等的研究结果．
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１　预备知识

考虑平面上具有四阶连续可微的复值函数犉（狕），如果Δ犉（狕）是区域Ω上的调和映照，则称犉（狕）是

Ω上的双调和映照．单连通区域Ω上的双调和映照犉（狕）可以表示为犉（狕）＝｜狕｜
２犌（狕）＋犓（狕），狕∈Ω，其

中犌（狕）和犓（狕）在Ω上调和
［１］．当犌（狕）≡０时，双调和映照犉（狕）是区域Ω上调和映照，所以双调和映

照是调和映照的一种推广．微分算子犔作用于调和函数犳（狕）为犔犳（狕）＝狕犳狕（狕）－珔狕犳珔狕（狕）．Ａｂｄｕｌｈａｄ

等［２?３］对犔犳（狕）的性质研究得到犔微分算子保持调和性和双调和性，但未必保持有界性．不少作者对满

足一定条件下有界函数的单叶半径、Ｂｌｏｃｈ常数进行研究，得到很多好的结果．刘名生等
［４］对微分算子犔

作用于有界调和映照的Ｌａｎｄａｕ定理进行了考虑，研究取得了一些新进展．

关于平面单连通区域上有界调和映照，有如下估计不等式．

定理犃
［５?６］
　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆盘犇上调和映照，其中犺（狕）和犵（狕）在犇上解析，

１）若犳（０）＝０且犳（犇）犇，则有

狘犳（狕）狘≤
４

π
ａｒｃｔａｎ狘狕狘≤

４

π
狘狕狘，且Λ犳（狕）≤

４

π（１－狘狕狘
２）
，　　狕∈犇．

　　２）若犺（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀，满足｜犳（狕）｜≤犕，狕∈犇则有如下精确的估计式

狘犪狀狘＋狘犫狀狘≤
４犕

π
，　　狀＝１，２，…． （１）

　　定理犅
［５，７］
　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆盘犇上调和映照，其中犺（狕）和犵（狕）是犇上解析映照

且展成幂级数为犺（狕）＝∑
∞

狀＝１

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀，满足犑犳（０）＝１，｜犳（狕）｜≤犕，狕∈犇，则有

λ犳（０）≥λ０（犕）＝

槡２

犕２－槡 １＋ 犕２＋槡 １
，　　１≤犕 ≤犕０，

π
４犕
，　　　　　　　　　　犕 ≥犕０ ＝

π

２
４

２π
２
－槡 １６

≈１．１２９６

烅

烄

烆
，

（２）

狘犪狀狘＋狘犫狀狘≤犜（犕）＝

２犕２－槡 ２，　　１≤犕 ≤犕１，

４犕

π
，　　　　　犕 ≥犕１ ＝

π

π
２
－槡 ８

≈２．２９７６
烅

烄

烆
．

（３）
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其中，狀＝２，３，…．应用上述结果，文献［５］证明了

定理犆
［５］
　设犉（狕）＝｜狕｜

２犌（狕）＋犓（狕）是单位圆盘犇上双调和映照，犌（狕）和犓（狕）在犇上调和，满

足犉（０）＝犓（０）＝０且犑犉（０）＝１，｜犌（狕）｜≤犕，｜犓（狕）｜≤犕，狕∈犇则存在常数ρ１∈（０，１），使得犉（狕）在

圆盘犇ρ１上单叶且犉（犇ρ１）包含单叶圆盘犇σ１．ρ１ 是方程

λ０（犕）－２ρ犕 －
４犕ρ

２

π（１－ρ）
２－
犜（犕）（２ρ－ρ

２）
（１－ρ）

２ ＝０

的最小正根，且σ１＝ρ１［λ０（犕）－
４犕ρ

２
１

π（１－ρ１）
－犜（犕）ρ

１

１－ρ１
］．

事实上，定理Ｃ要求满足犌（０）＝０，否则得到的σ１ 将会得到变化．文献［８?９］对算子犔作用于双调

和映照的Ｌａｎｄａｕ定理进行估计，得到如下结论．

定理犇
［９］
　假设犉（狕）＝｜狕｜

２犌（狕）＋犓（狕）是单位圆盘犇上的双调和映照，犌（狕）和犓（狕）在犇 上调

和，满足犉（０）＝犓（０）＝犑犉（０）－１＝０，且｜犌（狕）｜≤犕，｜犓（狕）｜≤犕，犕≥１．则存在常数ρ∈（０，１），使得

犔犉（狕）在圆盘犇ρ上单叶且犔犉（犇ρ）包含单叶圆盘犇σ．其中ρ是方程

π
４犕
－
６犕ρ

２
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２－

４犕ρ
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（１－ρ）
３－
１６犕

π
２ 犿１ａｒｃｔａｎρ－

４犕ρ
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的最小正根，且σ＝ρ［
π
４犕
－
２犕ρ

２

（１－ρ）
２－
１６犕

π
２ 犿１ａｒｃｔａｎρ］．其中犿１ 是函数

２－狓２＋（４／π）ａｒｃｔａｎ狓
狓（１－狓２）

在０＜狓＜

１上的最小值．

最近，Ｃｈｅｎ等在文献［１０］中改进了上述定理，当ｐ＝２时有如下结论．

定理犈　设犉（狕）＝｜狕｜
２犌（狕）＋犓（狕）是犇上双调和映照，其中犌（狕）和犓（狕）是犇上调和映照，满足

犉（０）＝犓（０）＝犑犉（０）－１＝０且｜犌（狕）｜≤犕，｜犓（狕）｜≤犕，犕≥１．则存在常数ρ２∈（０，１），使得犔犉（狕）在

圆盘犇ρ２上单叶且犔犉（犇ρ２）包含单叶圆盘犇σ２．
这里ρ２ 是方程

λ０（犕）－
１６犕

π
２狊０ａｒｃｔａｎρ－

３犜（犕）ρ
２
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３－
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３

（１－ρ）
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的最小正根，且σ２＝ρ２［λ０（犕）－
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π
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犜（犕）ρ
２
２

（１－ρ２）
２
］，其中狊０＝（

槡１７－１

槡１７－３
） ２

槡槡５－ １７
．

定理犉　设犉（狕）＝｜狕｜
２犌（狕）是犇上双调和映照，犌（狕）是犇上调和映照，满足犌（０）＝犑犌（０）－１＝０

且｜犌（狕）｜≤犕，狕∈犇．则犔犉（狕）在犇ρ３上单叶且犔犉（犇ρ３）包含单叶圆盘犇σ３．其中ρ３ 是方程

λ０（犕）－
４８犕

π
２狊０ａｒｃｔａｎρ－

２犜（犕）ρ
（１－ρ）

３ ＝０

的最小正根，且σ３＝ρ
３
３［λ０（犕）－

１６犕

π
２狊０ａｒｃｔａｎρ］．

定理Ｅ中，设犌（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀，仅在｜犌（狕）｜≤犕，狕∈犇的条件下得出｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤犜（犕）

的结论，其中当１≤犕≤犕１ 时｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤ ２犕槡 －２不成立．考虑函数
［１１］

犳狀（狕）＝
２

π
犕Ｒｅｉｌｎ

１＋狕
狀

１－狕
狀 ＝

２

π
犕［∑

∞

犽＝０

１

２犽＋１
狕
（２犽＋１）狀

－∑
∞

犽＝０

１

２犽＋１
珔狕
（２犽＋１）狀］，　　狀＝１，２，…，

满足｜犳狀（狕）｜≤犕，狕∈犇，但是｜犪狀｜＋｜犫狀｜＝４犕／π≥ ２犕槡 －２．

另外，定理Ｅ和Ｆ中关于狓的不等式ａｒｃｔａｎ
狓
狉
≤
１

狉
ａｒｃｔａｎ狓，０＜狓，狉＜１的估计不够精确，有相当

大的改进空间．基于以上事实且在文献［４?５，９］的基础上，进一步研究该类调和函数的Ｌａｎｄａｕ定理中单

叶半径的估计问题．

２　主要结果及其证明

针对定理Ｃ，证明如下．

定理１　设犉（狕）＝｜狕｜
２犌（狕）＋犓（狕）是单位圆盘犇上的双调和映照，犌（狕）和犓（狕）在犇上调和，满
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足犉（０）＝犌（０）＝犓（０）＝犑犉（０）－１＝０且｜犌（狕）｜≤犕，｜犓（狕）｜≤犕，犕≥１．则存在常数狉１∈（０，１），使得

犉（狕）在圆盘犇狉
１
上单叶且犉（犇狉

１
）包含单叶圆盘犇犚

１
．这里狉１ 是方程

λ０（犕）－
犜（犕）（２狉－狉

２）
（１－狉）

２ －
８犕狉２

π（１－狉）
－

４犕狉２

π（１－狉
２）＝

０

的最小正根，且犚１＝狉１［λ０（犕）－
犜（犕）狉１
１－狉１

－
４犕狉２１

π（１－狉１）
］．

证明　假设犓（狕）＝∑
∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀，犌（狕）＝∑

∞

狀＝０

犮狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犱狀狕
狀，狕∈犇．由犉（狕）＝｜狕｜

２犌（狕）＋

犓（狕）可得犉狕＝珔狕犌＋｜狕｜
２犌狕＋犓狕，犉珔狕＝狕犌＋｜狕｜

２犌珔狕＋犓珔狕，则有犑犉（０）＝犑犓（０）＝１．所以由定理Ａ和Ｂ

可知：｜犮狀｜＋｜犱狀｜≤
４犕

π
，狀＝１，２，…；｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤犜（犕），狀＝２，３，…，且λ犓（０）≥λ０（犕）．

给定狉∈（０，１），任取狕１，狕２∈犇，且狕１≠狕２，［狕１，狕２］表示连接狕１，狕２ 的直线段．

狘犉（狕１）－犉（狕２）狘＝狘∫狘狕１，狕２狘犉狕ｄ狕＋犉珔狕ｄ
珔狕狘≥狘∫狘狕１，狕２狘犓狕

（０）ｄ狕＋犓珔狕（０）ｄ珔狕狘－

狘∫狘狕１，狕２狘
（犓狕（狕）－犓狕（０））ｄ狕＋（犓珔狕（狕）－犓珔狕（０））ｄ珔狕狘－

狘∫狘狕１，狕２狘犌
（珔狕ｄ狕＋狕ｄ珔狕）狘－狘∫狘狕１，狕２狘狘狕狘

２（犌狕ｄ狕＋犌珔狕ｄ珔狕）狘≥

狘狕１，狕２狘［λ犓（０）－∑
∞

狀＝２

（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）狀狉
狀－１
－

２狉∑
∞

狀＝１

（狘犮狀狘＋狘犱狀狘）狉
狀
－

４犕狉２

π（１－狉
２）
］≥

狘狕１，狕２狘［λ０（犕）－
犜（犕）（２狉－狉

２）
（１－狉）

２ －
８犕狉２

π（１－狉）
－

４犕狉２

π（１－狉
２）
］．

令φ（狉）＝λ０（犕）－
犜（犕）（２狉－狉２）
（１－狉）２

－
８犕狉２

π（１－狉）
－
４犕狉２

π（１－狉
２）
，狉∈（０，１）．由于φ（狉）在（０，１）上连续可微，且

ｌｉｍ
狉→０

＋
φ（狉）＝λ０（犕）＞０，ｌｉｍ

狉→１
－
φ（狉）＝－∞．所以存在狉１∈（０，１）使得φ（狉１）＝０且φ（狉）在（０，狉１）内恒为正，即

当狉＜狉１ 时｜犉（狕１）－犉（狕２）｜＞０．再任取狕∈犇狉
１
，则有

犉（狕）＝狘狘狕狘
２犌＋犓狘≥狘犪１狕＋珔犫１珔狕狘－狘∑

∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝２

珔犫狀珔狕
狀
狘－狘狘狕狘

２犌狘≥

λ犓（０）狉１－∑
∞

狀＝２

（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）狉
狀
１－狉

２
１∑
∞

狀＝１

（狘犮狀狘＋狘犱狀狘）狉
狀
１ ≥

狉０［λ０（犕）－
犜（犕）狉１
１－狉１

－
４犕狉２１

π（１－狉１）
］．

　　由于
８犕狉２

π（１－狉）
＜２犕狉在０＜狉＜

π
４＋π

≈０．４３９９０上恒成立，且
４犕狉２

１－狉２
＜
４犕狉２

（１－狉）２
对所有０＜狉＜１都成

立，所以定理１中最小根狉１ 一定比定理Ｃ大，因而定理１改进了定理Ｃ．

通过 Ｍａｔｌａｂ软件计算，比较定理１与定理Ｃ，如表１所示．

表１　定理１与定理Ｃ的比较

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｅｔｈｅｏｒｅｍ１ｗｉｔｈｔｈｅｏｒｅｍＣ

参数
定理１

犕＝１．００００　犕＝１．１２９６　犕＝２．２９７６　犕＝３．００００

定理Ｃ

犕＝１．００００　犕＝１．１２９６　犕＝２．２９７６　犕＝３．００００

狉 ０．４１２７１９ ０．０９５８３１ ０．０５０３９５ ０．０３１２４５ ０．３３６４００ ０．０６５２４０ ０．０３１５５３ ０．０１８３７１

犚 ０．２６０３０３ ０．０５７６８４ ０．００９００８ ０．００４２１０ ０．２６３３５８ ０．０４１５５０ ０．００７６８３ ０．００３５１８

　　下面研究微分算子Ｌ作用于双调和映照的Ｌａｎｄａｕ定理问题．

定理２　设犉（狕）＝｜狕｜
２犌（狕）＋犓（狕）是单位圆盘犇上双调和映照，犌（狕）和犓（狕）是犇上调和映照，

满足犉（０）＝犓（０）＝犑犉（０）－１＝０且｜犌（狕）｜≤犕，｜犓（狕）｜≤犕，犕≥１．则犔犉（狕）在犇狉
２
上单叶且犔犉（犇狉

２
）
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包含单叶圆盘犇犚
２
．其中狉２ 是方程

λ０（犕）－
犜（犕）（２狉－狉

２）
（１－狉）

２ －
１２犕狉２

π（１－狉
２）－

８犕狉３

π（１－狉）
３－
２犜（犕）狉
（１－狉）

３ ＝０

的最小正根，且犚２＝狉２（λ０（犕）－
犜（犕）（２狉２－狉

２
２）

（１－狉２）
２ －

４犕狉２２

π（１－狉
２
２）
）．

证明　假设犓（狕）＝∑
∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀，犌（狕）＝∑

∞

狀＝０

犮狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犱狀狕
狀，狕∈犇．由犉（狕）＝｜狕｜

２犌（狕）＋

犓（狕）可得犉狕（狕）＝珔狕犌＋｜狕｜
２犌狕＋犓狕，犉珔狕（狕）＝狕犌＋｜狕｜

２犌珔狕＋犓珔狕，即犑犓（０）＝１．所以由定理Ａ和定理Ｂ

可知：｜犮狀｜＋｜犱狀｜≤
４犕

π
，狀＝１，２，…；｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤犜（犕），狀＝２，３，…，且λ犓（０）≥λ０（犕）．

令犎（狕）＝犔犉（狕）＝｜狕｜
２犔犌（狕）＋犔犓（狕）＝｜狕｜

２（狕犌狕－珔狕犌珔狕）＋（狕犓狕－珔狕犓珔狕），则有

犎狕 ＝２狘狕狘
２犌狕＋狕狘狕狘

２犌狕狕－珔狕
２犌珔狕＋犓狕＋狕犓狕狕，

犎珔狕 ＝－２狘狕狘
２犌珔狕－珔狕狘狕狘

２犌珔狕珔狕 ＋狕
２犌狕－犓珔狕－珔狕犓珔狕珔狕．

　　给定狉∈（０，１），任取狕１，狕２∈犇且狕１≠狕２，［狕１，狕２］表示连接狕１，狕２ 的直线段，则有

狘犎（狕１）－犎（狕２）狘＝狘∫［狕
１
，狕
２
］
犎狕ｄ狕＋犎珔狕ｄ珔狕狘≥狘∫［狕

１
，狕
２
］
犓狕（０）ｄ狕－犓珔狕ｄ珔狕狘－

狘∫［狕
１
，狕
２
］
（犓狕（狕）－犓狕（０））ｄ狕－（犓珔狕（狕）－犓珔狕（０））ｄ珔狕狘－

２狘∫［狕
１
，狕
２
］
狘狕狘

２（犌狕ｄ狕－犌珔狕ｄ珔狕）狘－狘∫［狕
１
，狕
２
］
狘狕狘

２（狕犌狕狕ｄ狕－珔狕犌珔狕珔狕ｄ珔狕）狘－

狘∫［狕
１
，狕
２
］
狕２犌狕ｄ珔狕－珔狕

２犌珔狕ｄ狕狘－狘∫［狕
１
，狕
２
］
狕犓狕狕ｄ狕－珔狕犓珔狕珔狕ｄ珔狕狘≥

狘狕１，狕２狘［λ０（犕）－
犜（犕）（２狉－狉

２）
（１－狉）

２ －
１２犕狉２

π（１－狉
２）－

８犕狉３

π（１－狉）
３－
２犜（犕）狉
（１－狉）

３
］．

　　令φ（狉）＝λ０（犕）－
犜（犕）（２狉－狉２）
（１－狉）２

－
１２犕狉２

π（１－狉
２）－

８犕狉３

π（１－狉）
３－
２犜（犕）狉
（１－狉）３

，狉∈（０，１），由于φ（狉）在（０，１）

内连续且ｌｉｍ
狉→０

＋
φ（狉）＝λ０（犕）＞０，ｌｉｍ

狉→１
－
φ（狉）＝－∞．故存在狉２∈（０，１），使得φ（狉２）＝０且φ（狉）在（０，狉２）内

恒大于零，即当狉＜狉２ 时｜犎（狕１）－犎（狕２）｜＞０．再对任意狕∈犇狉
２
，有

狘犎（狕）狘＝狘狘狕狘
２（狕犌狕－珔狕犌珔狕）＋（狕犓狕－珔狕犓珔狕）狘≥狘狕犓狕（０）－珔狕犓珔狕（０）狘－

狘狕（犓狕（狕）－犓狕（０））－珔狕（犓珔狕（狕）－犓珔狕（０））狘－狘狘狕狘
２（狕犌狕－珔狕犌珔狕）狘≥

λ０（犕）狉２－狉２∑
∞

狀＝２

（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）狀狉
狀－１
２ －狉

２
２

４犕狉２

π（１－狉
２
２）
≥

狉２［λ０（犕）－
犜（犕）（２狉２－狉

２
２）

（１－狉２）
２ －

４犕狉２２

π（１－狉
２
２）
］＝犚２．

故定理得证．

通过 Ｍａｔｌａｂ软件计算，比较定理２和定理Ｅ，如表２所示．

表２　定理２与定理Ｅ的比较

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｅｔｈｅｏｒｅｍ２ｗｉｔｈｔｈｅｏｒｅｍＥ

参数
定理２

犕＝１．００００　犕＝１．１２９６　犕＝２．２９７６　犕＝３．００００

定理Ｅ

犕＝１．００００　犕＝１．１２９６　犕＝２．２９７６　犕＝３．００００

狉 ０．３５７６７１ ０．１４２４５１ ０．０２６９４２ ０．０１６３１５ ０．１４７９４８ ０．０７１４７４ ０．０１５５９６ ０．００９１０３

犚 ０．２９０８６６ ０．０５６７１８ ０．００４７２７ ０．００２１７０ ０．０１０１６０ ０．００１５１５ ０．０００６８７

　　作为应用，考虑定理２中犓≡０的情形，得到了如下结论．

定理３　设犉（狕）＝｜狕｜
２犌（狕）是单位圆盘犇上的双调和映照，犌（狕）是犇 上调和映照，满足犌（０）＝

犑犌（０）－１＝０，且｜犌（狕）｜≤犕，犕≥１．则犔犉（狕）在犇狉
３
上单叶，且犔犉（犇狉

３
）包含单叶圆盘犇犚

３
．其中，狉３ 是

方程
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λ０（犕）－
３犜（犕）（２狉－狉

２）
（１－狉）

２ －
２犜（犕）狉
（１－狉）

３ ＝０

的最小正根，且犚３＝狉
３
３（λ０（犕）－

犜（犕）（２狉３－狉
２
３）

（１－狉３）
２

）．

通过 Ｍａｔｌａｂ软件计算，比较定理３和定理Ｆ，如表３所示．

表３　定理３与定理Ｆ的比较

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｅｔｈｅｏｒｅｍ３ｗｉｔｈｔｈｅｏｒｅｍＦ

参数
定理３

犕＝１．００００　犕＝１．１２９６　犕＝２．２９７６　犕＝３．００００

定理Ｆ

犕＝１．００００　犕＝１．１２９６　犕＝２．２９７６　犕＝３．００００

狉 １．００００００ ０．０９６４２１ ０．０１４２１８ ０．００８４３２ ０．０４９０００ ０．０２８１６７ ０．００６４６２ ０．００３７７４

犚 １．００００００ ４．７３５×１０－４ ７．３８２×１０－７ １．１７８×１０－７ ７．８４３×１０－５ １．０６９×１０－５ ６．４９８×１０－８ ９．９３１×１０－９

３　结束语

以上研究方法表明：充分应用调和映照的Ｓｃｈｗａｒｚ引理和系数估计不等式可以得到更好的结果，在

对数调和映照类、有界多重调和函数的相应问题的估计也可以得到进一步的结果．
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