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高阶分数阶微分方程边值问题解的存在性
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摘要：　研究一类非线性分数阶高阶微分方程边值问题解的存在性．通过定义一个特殊的压缩映射，利用Ｂａ

ｎａｃｈ不动点定理和Ｌｅｒａｙ?Ｓｈａｕｄｅｒ非线性抉择定理，得到所研究方程存在唯一解和至少存在一个解的充分条

件，并分别给出一个例子来验证主要结果．
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随着科学技术的发展，分数阶微分方程在诸多领域中引起了广泛的关注，许多自然界的现象都用分

数阶微分方程作为它们的数学模型［１?３］，使得大多数用整数阶导数无法解释的问题得以解决．特别地，随

着分数阶微积分研究［４?８］的不断深入，其研究内容更加系统和丰富，如对于分数阶微分方程边值问题的

研究思想，已逐渐由低阶变为高阶．白占兵等
［９］研究了分数阶微分方程两点边值问题的正解存在性；Ｅｌ?

ＳｈａｈｅｄＭ
［１０］研究了分数阶微分方程边值问题正解的存在和不存在的充分条件．梁四化等

［１１］研究了分

数阶微分方程边值问题的正解存在性．刘锡平等
［１２］通过Ａｍａｍｎ定理和上下求解法，研究了非线性分

数阶微分方程的正解的存在性和多样性．本文主要研究以下一类非线性分数阶高阶微分方程边值问题
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１　预备知识
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　　定义２　连续函数犳∶（０，＋∞）→犚的狇＞０阶Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义为
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　　引理１　（Ｂａｎａｃｈ不动点定理）设犈是Ｂａｎａｃｈ空间犡的非空闭子集，犜犜∶犈→犈为犈 上的压缩映

射，则犜有唯一的不动点狓∈犈，使得犜狓＝狓．
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　　引理２　如果狇＞０，狔∈犆（０，１）∩犔（０，１），则分数阶微分方程犇
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引理４　（Ｌｅｒａｙ?Ｓｈａｕｄｅｒ非线性抉择定理）设犆是Ｂａｎａｃｈ空间犈的闭凸集，犝 为犆 相对开集，０∈

犝，犜∶珡犝→犈为全连续算子，则下列结论之一成立：

Ｃ１）犜有一不动点狌∈珡犝；

Ｃ２）存在点狌∈犝，λ∈（０，１），使狌＝λ犜（狌）有解，其中珡犝和犝 分别表示犝 的闭包和边界．

２　主要结果和证明

引理５　若犺（狋）∈犔［０，１］，狀－１＜狇≤狀，则边值问题
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存在唯一解，即
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　　将式（４）和式（５）代入式（３），可得式（２）．证毕．

设Ｂａｎａｃｈ空间犈＝犆［０，１］，对给定狉＞０，定义函数空间Ω狉＝｛狌∈犆［０，１］∶｜狌｜＜狉｝，为了方便，记
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算子犜定义为
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狘犜狌（狋２）－犜狌（狋１）狘≤
犕狉

Γ（狇＋１）
狘狋狇２－狋

狇
１狘＋

犕狉ρ［（狀－１）β＋α］［（狇－狀＋２）α＋β］
（狀－１）！Γ（狇－狀＋３）

（狘狋
狀－２
２ －狋

狀－２
１ 狘＋狘狋

狀－１
２ －狋

狀－１
１ 狘）．

　　当狋１→狋２ 时，有｜犜狌（狋２）－犜狌（狋１）｜＜ε，故由Ａｒｚｅｌａ?Ａｓｃｏｌｉ定理可知，犜∶珚Ω狉→犈是全连续的．证毕．

为了证明方程（Ｐ）的解的存在性，先给出下列条件：
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狘φ（狋，狊，狌）－φ（狋，狊，狏）≤犔１（狘狌－狏狘），　　狘Ψ（狋，狊，狌）－Ψ（狋，狊，狏）≤犔２（狘狌－狏狘）．
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故犜是Ｂａｎａｃｈ空间［０，１］上的压缩映射，所以算子 有唯一不动点，即为方程（Ｐ）的唯一解．证毕
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则方程（Ｐ）在［０，１］上至少存在一个解．
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下面验证算子犜满足引理４．一方面，由引理２得犜∶珚Ω狉→犈是全连续的，且犜（珚Ω狉）是有界的．另一

方面，假设结论Ｃ２）成立，Ｃ１）不会发生，则存在λ∈（０，１），狌∈Ω狉
０
，有狌＝λ犜狌．所以有‖狌‖＝狉０，且
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狌＝λ［－
１

Γ（狇）∫
１

０

（１－狊）狇－
１
犳（狊，狌（狊），Φ狌（狊），Ψ狌（狊））ｄ狊＋

ρβ
（狀－２）！Γ（狇－狀＋２）∫

１

０

［β（１－狊）＋α（狇－狀＋１）］（１－狊）
狇－狀
犳（狊，狌（狊），Φ狌（狊），Ψ狌（狊））ｄ狊＋

ρα
（狀－１）！Γ（狇－狀＋２）∫

１

０

［β（１－狊）＋α（狇－狀＋１）］（１－狊）
狇－狀
犳（狊，狌（狊），Φ狌（狊），Ψ狌（狊））ｄ狊］．

　　由定理２的条件（１），（２），进一步可得

狉０ ＝‖狌‖
（狉０）

Γ（狇）∫
１

０

（１－狊）狇－
１
狆（狊）ｄ狊＋

ρβ（狉０）
（狀－２）！Γ（狇－狀＋２）∫

１

０

［β（１－狊）＋α（狇－狀＋１）］（１－狊）
狇－狀
狆（狊）ｄ狊＋

ρα（狉０）
（狀－１）！Γ（狇－狀＋２）∫

１

０

［β（１－狊）＋α（狇－狀＋１）］（１－狊）
狇－狀
狆（狊）ｄ狊≤狆０（狉０）

则
狉０

狆０（狉０）
≤
１

１－犾
，与上述矛盾，故算子犜 满足引理４的所有条件，从而犜至少存在一个不动点，即为方

程（Ｐ）的解．证毕．

３　应用例子

例１　特殊地，令狀＝３，则狇∈（２，３］，考虑如下积分微分方程

犇
５／２
０
＋狌（狋）＝

狋
２０

狘狌狘
１＋狘狌狘

＋
１

２０∫
狋

０
ｅｘｐ（－

１

８
狌（狊））ｄ狊＋

１

２０∫
狋

０
ｅｘｐ（－

１

１６
狌（狊））ｄ狊，　　狋∈ ［０，１］，

狌（０）＝０，

１

２
狌′（０）－

１

４
狌″（０）＝０，

１

４
狌′（１）＋

１

２
狌″（１）＝０

烍

烌

烎
．

（６）

对于狌，狏∈犚，狋∈［０，１］，有

狘犳（狊，狌，Φ狌，Ψ狌）－犳（狊，狏，Φ狏，Ψ狏）狘≤
１

２０
（‖狌－狏‖＋狘Φ狌－Φ狏狘＋狘Ψ狌－Ψ狏狘），

狘Φ狌－Ψ狏狘≤
１

８
‖狌－狏‖，　　狘Ψ狌－Ψ狏狘≤

１

１６
‖狌－狏‖

烅

烄

烆
，

则犔＝
１

２０
，犔１＝

１

８
，犔２＝

１

１６
，α＝

１

２
，β＝

１

４
，代入式（６）可得

１

Γ（狇＋１）
＋ρ
［（狀－１）β＋α］［（狇－狀＋２）α＋β］

（狀－１）！Γ（狇－狀＋３｛ ｝）
（犔＋犔犔１＋犔犔２）＝

１６７２

３３６００槡π
＜１，

故由定理１可知，方程（６）有唯一解．

例２　仍然令狀＝３，则狇∈（２，３］，考虑如下积分微分方程

犇
５／２
０
＋狌（狋）＋狋狌ｓｉｎ狌＝０，　　狋∈ ［０，１］，

狌（０）＝０，

１

４
狌′（０）－

１

２
狌″（０）＝０，

１

２
狌′（１）＋

１

４
狌″（１）＝０

烍

烌

烎
．

（７）

对于狌，狏∈犚，狋∈［０，１］，取狆（狋）＝狋，（狋）＝狌
２，有

狘犳（狋，狌）狘＝狘狋狌
２ｓｉｎ狌狘≤狋狌

２，　　（狋，狌）∈ ［０，１］×［０，∞）．

于是，满足定理２的条件（１），又由于狆０＝
５０９

３１５槡π
≈０．５１４６０９，取０＜犾＜１，狉＜

３１５槡π
５０９

（１－犾），则估计
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ｓｕｐ
狉∈（０，∞）

狉

狆０（狉）
＝ ｓｕｐ

狉∈（０，∞）

狉
５０９

３１５槡π
狉２
＞
１

１－犾
．

　　由定理２可知：在０＜犾＜１，狉＜
３１５槡π
５０９

（１－犾）的条件下，方程（７）至少存在一个解．
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