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非线性四阶犛犮犺狉犱犻狀犵犲狉方程的

半显式多辛拟谱格式

黄浪扬

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　将空间方向的 Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱方法与时间方向的辛欧拉方法结合在一起，构造出了非线性四阶

Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的一个半显式多辛拟谱格式．数值结果表明：所构造的格式在长时间计算后，能很好地保持

原方程的电荷守恒性质，是有效可行的数值方法．
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自提出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的辛几何算法
［１］及多辛几何算法［２?３］后，人们对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，特别是具广

泛应用的非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的保辛算法做了很多的研究工作
［４?９］，但对于显式及半显式的保辛算

法还很少［９?１１］，因此对非线性四阶Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程半显式多辛算法的研究具有重要的意义．本文构造

出了非线性四阶Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的一个多辛方程组，再通过数值离散，提出了一个半显式的多辛拟谱

格式，此格式具有全离散的多辛守恒律．

１　多辛方程组

由Ｂｒｉｄｇｅｓ和Ｒｅｉｃｈ引入的多辛方程组的形式为

犕狕狋＋犓狕狓 ＝ 狕犛（狕），　　狕∈犚
狀，　（狓，狋）∈犚

２． （１）

式（１）中：犕，犓是犚狀（狀≥３）上的反对称矩阵；狕表示光滑函数犛∶犚
狀
→犚的梯度算子．

方程组（１）具有重要的多辛守恒律，即

狋ω＋狓κ＝０． （２）

式（２）中：ω和κ是预辛形式，ω＝
１

２
ｄ狕Λ犕ｄ狕，κ＝

１

２
ｄ狕Λ犓ｄ狕．

Ｂｒｉｄｇｅｓ和Ｒｅｉｃｈ称能保持多辛守恒律（２）离散形式的格式为多辛格式
［２］．考虑如下非线性四阶

Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的初边值问题

ｉ狌狋＋α狌狓狓 －β狌狓狓狓狓 ＋γ狘狌狘
２狌＝０，　　（狓，狋）∈ ［狓犔，狓犚］×［０，犜］， （３）

狌狘狋＝０ ＝狌０（狓），　　狓∈ ［狓犔，狓犚］， （４）

ｌｉｍ
狓犔→－∞

狌（狓犔，狋）＝ ｌｉｍ
狓犚→＋∞

狌（狓犚，狋）＝０，　　狋∈ ［０，犜］． （５）

问题（３）～（５）中： 槡ｉ＝ －１；狌＝狌（狓，狋）为一光滑的复值函数；α，β及γ为实数．

若β＝０，式（３）即为标准的二阶Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程．问题（３）～（５）具有以下的电荷守恒性质，即

犈（狋）＝∫
＋∞

－∞
狘狌（狓，狋）狘

２ｄ狓＝∫
＋∞

－∞
狘狌０（狓）狘

２ｄ狓＝犈（０）（常数）． （６）
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令狌＝犪＋ｉ犫，犪和犫都是实函数，则式（３）可改写为

－犫狋＋α犪狓狓 －β犪狓狓狓狓 ＋γ（犪
２
＋犫

２）犪＝０，

犪狋＋α犫狓狓 －β犫狓狓狓狓 ＋γ（犪
２
＋犫

２）犫＝０
烍
烌

烎．
（７）

引入正则变量犪狓＝狆，犫狓＝狇，则式（７）可进一步写成

－犫狋＋α狆狓 ＝β犪狓狓狓狓 －γ（犪
２
＋犫

２）犪，

犪狋＋α狇狓 ＝β犫狓狓狓狓 －γ（犪
２
＋犫

２）犫，

－α犪狓 ＝－α狆，

－α犫狓 ＝－α狇

烍

烌

烎．

（８）

　　将式（８）改写成式（１）的形式，则

犕 ＝

０ －１ ０ ０

１ 　０ ０ ０

０ 　０ ０ ０

０ 　

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，　　犓＝

　０ ０ α ０

　０ ０ ０ α

－α ０ ０ ０

　０ －α

熿

燀

燄

燅０ ０

，　　狕＝

犪

犫

狆

熿

燀

燄

燅狇

．

其Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数犛（狕）＝
１

２
［β（犪

２
狓狓＋犫

２
狓狓）－α（狆

２＋狇
２）－

１

２
γ（犪

２＋犫２）２］，相应的多辛守恒律为



狋
（ｄ犫∧ｄ犪）＋



狓
（αｄ犪∧ｄ狆＋αｄ犫∧ｄ狇）＝０．

２　半显式多辛拟谱格式

将Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱方法用于多辛系统
［４，１２］．假设狕（狓，狋）是以犔为周期的光滑函数组，狕（狓，狋）在配置点

（狓犼＝犔／犖犼，犼＝０，１，…，犖－１，其中犖 为偶数）处的插值近似用犐犖狕（狓，狋）表示，且其形式为

犐犖狕（狓，狋）＝∑
犖－１

犼＝０

狕犼（
１

犖 ∑
犖／２

犾＝－犖／２

１

犮犾
ｅｘｐ（ｉ犾μ（狓－狓犼）））＝ ∑

犖／２

犾＝－犖／２

（１
犖犮犾∑

犖－１

犼＝０

狕犼ｅｘｐ（－ｉ犾μ狓犼）ｅｘｐ（ｉ犾μ狓））．（９）

式（９）中：狕犼＝狕（狓犼，狋）；犮犾＝１（｜犾｜≠犖／２）；犮－犖／２＝犮犖／２＝２；μ＝２π／犔．

若记犵犼（狓）＝
１

犖 ∑
犖／２

犾＝－犖／２

１

犮犾
ｅｘｐ（ｉ犾μ（狓－狓犼）），则犵犼（狓犽）＝δ

犽
犼，有犐犖狕（狓犼，狋）＝狕犼（犼＝０，１，…，犖－１）．

为了得到关于狕犼的方程，将式（９）代入式（１），并要求式（１）在配置点精确成立，即有

［犕（犐犖狕（狓，狋））狋＋犓（犐犖狕（狓，狋））狓］狘狓＝狓
犼
＝ 狕犛（狕犼），　　犼＝０，１，…，犖－１． （１０）

　　这里关键是用狕犼 来表示偏导数
犽犐犖狕（狓，狋）／狓

犽 在配置点狓犼 处的值．对式（９）求微分，并计算它在

点狓犼处的值，可得


犽犐犖狕（狓，狋）

狓
犽 ＝∑

犖－１

狀＝０

狕狀
ｄ犽犵狀（狓犼）

ｄ狓犽
＝ （犇犽狕）犼． （１１）

式（１１）中：狕＝（狕０；狕１，…，狕犖－１）
Ｔ，犇犽 为犖×犖矩阵，称之为犽阶谱微分矩阵，即

（犇犽）犼，狀 ＝
ｄ犽犵狀（狓犼）

ｄ狓犽
． （１２）

　　通过计算可得

（犇１）犼，狀 ＝

１

２μ
（－１）犼＋

狀ｃｏｔ（μ
狓犼－狓狀
２

），　　犼≠狀，

　　　０， 犼＝狀

烅

烄

烆 ．

（１３）

且谱微分矩阵犇犽 与犇
犽
１ 有如下关系，即

（犇犽）犼，狀 ＝ （犇
犽
１）犼，狀＋（－１）

犼＋狀μ
犽

２犖
［（ｉ
犖
２
）犽＋（－ｉ

犖
２
）犽］． （１４）

　　对式（１０）在时间方向不离散，在空间方向用Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱方法进行离散，利用谱微分矩阵，可得式

（３）的多辛拟谱半离散格式

犕
ｄ狕犼
ｄ狋
＋犓∑

犖－１

犽＝０

（犇１）犼，犽狕犽 ＝ 狕犛（狕犼），　　犼＝０，１，…，犖－１． （１５）
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　　再对式（１５）在时间方向应用辛欧拉方法进行离散，得到非线性四阶Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的一个半显

式多辛拟谱格式

犕＋犇
－
狋狕

狀
犼＋犕－犇

＋
狋狕

狀
犼＋犓∑

犖－１

犽＝０

（犇１）犼，犽狕
狀
犽 ＝ 狕犛（狕

狀
犼），　　犼＝０，１，…，犖－１． （１６）

式（１６）中：犇＋
狋 和犇

－
狋 分别是向前和向后差分算子，犇

＋
狋狕

狀
犼＝
狕狀＋１犼 －狕狀犼
τ

，犇－
狋狕

狀
犼＝
狕狀犼－狕

狀－１
犼

τ
；τ为时间步长；

犕＋和犕－分别是辛矩阵犕 的分裂矩阵，犕＝犕＋＋犕－，犕
Ｔ
＋＝－犕－，矩阵犕 的分裂方法并不唯一，犕＋

为上三角矩阵．

ｄ狕狀犼 与式（１６）的变分方程作外积，可得定理１．

定理１　半显式多辛拟谱格式（１６）具有犖 个全离散的多辛守恒律，即

ω
狀＋１
犼 －ω

狀
犼

τ
＋∑

犖－１

犽＝０

（犇１）犼，犽κ
狀
犼，犽 ＝０，　　犼＝０，１，…，犖－１． （１７）

式（１７）中：ω
狀
犼＝ｄ狕

狀－１
犼 ∧犕－ｄ狕

狀
犼，κ

狀
犼，犽＝ｄ狕

狀
犼∧犓ｄ狕

狀
犽．

对式（１６）消去变量狆和狇，可得

犫狀犼 ＝犫
狀－１
犼 ＋τ［α（犇

２
１犪
狀）犼－β（犇４犪

狀）犼＋γ（（犪
狀
犼）
２
＋（犫

狀
犼）
２）·犪狀犼］，

犪狀＋１犼 ＝犪
狀
犼－τ［α（犇

２
１犫
狀）犼－β（犇４犫

狀）犼＋γ（（犪
狀
犼）
２
＋（犫

狀
犼）
２）·犫狀犼］

烍
烌

烎．
（１８）

式（１８）中：犪＝（犪０，…，犪犖－１）
Ｔ，犫＝（犫０，…，犫犖－１）

Ｔ．将式（１８）第一行中的时间指标狀用狀＋１代入，可得

与式（１６）等价的一个多辛拟谱格式

犫狀＋１犼 ＝犫
狀
犼＋τ［α（犇

２
１犪
狀＋１）犼－β（犇４犪

狀＋１）犼＋γ（（犪
狀＋１
犼 ）

２
＋（犫

狀＋１
犼 ）

２）·犪狀＋１犼 ］，

犪狀＋１犼 ＝犪
狀
犼－τ［α（犇

２
１犫
狀）犼－β（犇４犫

狀）犼＋γ（（犪
狀
犼）
２
＋（犫

狀
犼）
２）·犫狀犼］

烍
烌

烎．
（１９）

　　显然，式（１９）不需要在每一时间步都解一个非线性代数方程组，可先计算完全显式的第二行得到

犪狀＋１犼 ，再计算第一行得到犫狀＋１犼 ，它只需求解一个非线性方程，因此是一个半显式的多辛拟谱格式．

３　数值例子

采用半显式多辛拟谱格式（１９）对非线性四阶Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的初边值问题

ｉ狌狋＋
１

４
狌狓狓 －狌狓狓狓狓 ＋３０狘狌狘

２狌＝０，

狌０（狓）＝
１

４０
ｓｅｃｈ２（

１

槡４５
狓），

狌（狓犔，狋）＝狌（狓犚，狋

烍

烌

烎）

进行数值模拟．取周期边界条件为狓犔＝－４０，狓犚＝４０，时间步长τ＝０．００１，空间步长犺＝１．

图１给出了用半显式多辛拟谱格式（１９）计算２００００步后数值解与精确解的比较图．图２给出了在

不同时刻的离散电荷误差情况．在网格点（狓犼，狋狀）处，记狌
狀
犼 为精确解狌（狓犼，狋狀）＝狌（犼犺，狀τ）的近似值，定义

离散电荷误差为

犈狉狀 ＝狘犈
狀
－犈

０
狘． （２０）

　　　　　图１　数值解与精确解的比较图 图２　离散电荷误差　　　
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式（２０）中：犈狀 ＝犺∑
犖－１

犼＝０

狘狌
狀
犼狘

２ ．

从图１，２可以看出：所构造的半显式多辛拟谱格式进行长时间的数值模拟后，不出现振荡现象，且

离散电荷误差很小．说明该格式能很好地保持原方程的电荷守恒性质，因此，该数值离散方法是有效可

行的．
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