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一类单位圆盘上单叶调和映照的延拓定理

潘旭玲，黄心中

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上调和映照类犛ＨＫ（犿，狀，α，β）的调和延拓与调和拟共形延拓问题，具体

给出该类映照到单位圆盘外的单叶保向调和延拓；除狀＝０以外，同时给出该类映照的调和拟共形延拓．作为

整个平面上的拟共形映照，最后给出了最大伸缩商估计．
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１　预备知识

研究单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上共形映照可以拟共形延拓到整个复平面上的问题，引起了许多学

者的兴趣［１?４］．Ａｈｌｆｏｒｓ等
［２］证明了，如果犳（狕）为单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上局部单叶的亚纯函数，令

犛犳（狕）＝（犳″／犳′）′－
１

２
（犳″／犳′）

２ 为犳（狕）在犇上的Ｓｃｈｗａｒｚ导数，若｜犛犳（狕）｜≤２犽／（１－｜狕｜
２）２，０≤犽＜１，

则犳（狕）在犇上单叶且可以拟共形延拓到整个复平面．

另一方面，Ｒｅｉｃｈ研究了单位圆盘外犇犮＝｛狕｜｜狕｜＞１｝的共形映照到单位圆盘内的调和拟共形延拓

问题［５］，证明若犳（狋，狕）＝狕＋狋狑（
１

狕
）在犇犮上单叶解析，其中狑（狕）＝∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀，满足犕＝ｓｕｐ

狕∈犇
狘狑′（狕）狘＜

∞，０≤狋＜１／犕，则犳（狋，狕）具有到单位圆盘内的调和拟共形延拓，令犽
（狋）为犳（狋，狕）对应的拟共形延

拓的最大伸缩商，则当狋→０时，犽
（狋）≤

狋
２∑

∞

狀＝１

（狀＋１）狘犪狀狘＋狅（狋）．

以上说明，对于给定单连通区域Ω上的单叶解析函数，研究何时具有到其余区域Ω
犮 上的拟共形延

拓是个重要的问题．

１９８４年，Ｃｌｕｎｉｅ与Ｓｈｅｌｌ?Ｓｍａｌｌ
［６］研究了单叶调和映照，得到很多类似单叶解析函数的重要结果，也

有一些是单叶调和映照类本身的特征，使得对单叶调和映照类的特征刻画的研究成为一个热点［６?１０］．基

于此，对于定义在单位圆盘犇上的单叶调和映照犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其中犺和犵在犇 上为解析函数，

研究调和拟共形延拓到整个复平面上的条件是十分有意义的工作．

令犛Ｈ 表示定义在单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上且满足犳（０）＝犳狕（０）－１＝０的单叶保向调和映照

类．若犳（狕）∈犛Ｈ，则有犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其中解析函数犺和犵可表示为

犺（狕）＝狕＋∑
∞

犽＝２

犪犽狕
犽，

犵（狕）＝∑
∞

犽＝１

犫犽狕
犽

烍

烌

烎．

（１）

式（１）中：｜犫１｜＜１，狕∈犇．

对于单位圆盘犇上的调和映照犳，刻画犳的单叶性、调和拟共形性的方法有：利用级数展开，在系
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数满足一定条件下的刻画；对调和映照犳的边界特征刻画，以及对调和映照犳的像区域特征刻画等．文

献［７］证明了映照类犛Ｈ（犿，狀，α，β）的单叶性问题．

本文引入犛Ｈ（犿，狀，α，β）的子类犛ＨＫ（犿，狀，α，β）．犳＝犺＋珚犵∈犛ＨＫ（犿，狀，α，β）具有式（１）的形式，且满足

如下的条件不等式

∑
∞

犽＝１

（［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］狘犪犽狘＋［（１＋β）犽
犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀］狘犫犽狘）≤２（１－α）， （２）

式（２）中：０≤α＜１，β≥０，犿∈犖
＋，狀∈犖，犿＞狀，研究如何刻画该类映照在单位圆盘外的调和延拓与调和

拟共形延拓问题，给出具体的延拓表征，并对全平面上的拟共形映照的最大伸缩商给出估计．

２　主要结果及其证明

定理１　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）∈犛ＨＫ（犿，狀，α，β），令

犎犳（狕）＝
犳（狕），　　狘狕狘≤１，

犳^（狕），　　狘狕狘＞１｛ ，

犳^（狕）＝犎（狕）＋犌（狕）．

其中犎（狕）＝狕＋∑
∞

犽＝１

珔犫犽
１

狕犽
，犌（狕）＝∑

∞

犽＝２

珔犪犽
１

狕犽
，则犎犳（狕）是犳（狕）从单位圆盘犇到单位圆盘外犇

犮上的单

叶保向调和延拓，且犎（狕）在犇犮上单叶．

证明　由犺（狕），犵（狕）在犇内的解析性容易得出犎（狕），犌（狕）在犇
犮 上解析，故犳^（狕）在犇

犮 上为调和

映照．由已知犳（狕）∈犛ＨＫ（犿，狀，α，β），可知犳（狕）在犇上单叶．

下面证明犳^（狕）在｜狕｜＞１上的单叶性．

对于任意的狕１，狕２∈犇
犮，狕１≠狕２，注意到｜狕１｜，｜狕２｜＞１，则有

狘^犳（狕１）－犳^（狕２）狘＝狘犎（狕１）－犎（狕２）＋犌（狕１）－犌（狕２）狘＝

狘狕１－狕２＋∑
∞

犽＝２

犪犽（珔狕
－犽
１ －珔狕

－犽
２ ）＋∑

∞

犽＝１

珔犫犽（珔狕
－犽
１ －珔狕

－犽
２ ）狘＞

狘狕１－狕２狘［１－（∑
∞

犽＝２

犽狘犪犽狘＋∑
∞

犽＝１

犽狘珔犫犽狘）］．

　　由式（２）可以证明

∑
∞

犽＝２

犽狘犪犽狘＋∑
∞

犽＝１

犽狘珔犫犽狘≤∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］

１－α
狘犪犽狘＋

∑
犽＝１

［（１＋β）犽
犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀］

１－α
狘犫犽狘≤１．

故有

狘^犳（狕１）－犳^（狕２）狘＞狘狕１－狕２狘［１－（∑
∞

犽＝２

犽狘犪犽狘＋∑
∞

犽＝１

犽狘犫犽狘）］≥

狘狕１－狕２狘［１－（∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］

１－α
狘犪犽狘＋

∑
∞

犽＝１

［（１＋β）犽
犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀］

１－α
狘犫犽狘）］≥０．

即犳^（狕）在犇
犮上单叶．

对任何｜狕｜＞１，有

犌′（狕）

犎′（狕）
＝
∑
∞

犽＝２

犽珔犪犽狕
－犽－１

１－∑
∞

犽＝１

犽珔犫犽狕
－犽－１

＜
∑
∞

犽＝２

犽狘珔犪犽狘

１－∑
∞

犽＝１

犽狘珔犫犽狘狘狕
－犽－１
狘

≤
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∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］

１－α
狘犪犽狘

１－∑
∞

犽＝１

［（１＋β）犽
犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀］

１－α
狘犫犽狘狘狕

－犽－１
狘

．

由式（２）可以证明

∑
∞

犽＝１

［（１＋β）犽
犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀］

１－α
狘犫犽狘狘狕

－犽－１
狘≤

∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］

１－α
狘犪犽狘＋

∑
∞

犽＝１

［（１＋β）犽
犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀］

１－α
狘犫犽狘狘狕

－犽－１
狘＜１．

故有

犌′（狕）

犎′（狕）＜
∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］

１－α
狘犪犽狘

１－∑
∞

犽＝１

［（１＋β）犽
犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀］

１－α
狘犫犽狘狘狕

－犽－１
狘

＜１，

从而犳^（狕）在犇
犮上保向．

令狕＝ｅｘｐ（ｉθ），０≤θ＜２π，因有

犳（ｅｘｐ（ｉθ））＝ｅｘｐ（ｉθ）＋∑
∞

犽＝２

犪犽ｅｘｐ（ｉ犽θ）＋∑
∞

犽＝１

犫犽ｅｘｐ（ｉ犽θ），

犳^（狕）＝ｅｘｐ（ｉθ）＋∑
∞

犽＝１

珔犫犽ｅｘｐ（－ｉ犽θ）＋∑
∞

犽＝２

珔犪犽ｅｘｐ（－ｉ犽θ），

即有

犳（ｅｘｐ（ｉθ））≡犳^（ｅｘｐ（ｉθ））．

故犎犳（狕）是犳（狕）到犇
犮上的延拓．

下面证明犎（狕）的单叶性．对于任意的狕１，狕２∈犇
犮，狕１≠狕２，有

狘犎（狕１）－犎（狕２）狘＝狘狕１－狕２＋∑
∞

犽＝１

珔犫犽（狕
－犽
１ －狕

－犽
２ ）狘＞

狘狕１－狕２狘（１－∑
∞

犽＝１

犽狘犫犽狘）＞

狘狕１－狕２狘［１－（∑
∞

犽＝２

犽狘犪犽狘＋∑
∞

犽＝１

犽狘珔犫犽狘）］≥０．

故犎（狕）在犇犮上单叶．定理１证毕．

推论１　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）∈犛ＨＫ（犿，狀，α，β），令犎犳（狕）＝
犳（狕），｜狕｜≤１，

犳^（狕），｜狕｜＞１｛ ．

ⅰ）当犪犽＝０，犽＝２，３，…时，犳（狕）＝狕＋犵（狕），^犳（狕）＝狕＋∑
∞

犽＝１

珔犫犽
１

狕犽
，则犎犳（狕）是犳（狕）从单位圆盘

犇到单位圆盘外犇犮上的单叶解析延拓．

ⅱ）当犫犽 ＝０，犽＝１，２，… 时，犳（狕）＝犺（狕），^犳（狕）＝狕＋∑
∞

犽＝２

犪犽
１
珔狕犽
，则犎犳（狕）是犳（狕）从单位圆盘犇

到单位圆盘外犇犮上的单叶保向调和延拓．

注意到在犛ＨＫ（犿，狀，α，β）类中，当狀＝０时，存在犽（狕）＝狕＋１／２珔狕
２，犽珔狕（狕）／犽狕（狕）＝珔狕，故犽（狕）不能延

拓成整个平面上的调和拟共形映照．

应用定理１可以证明如下的定理２．

定理２　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）∈犛ＨＫ（犿，狀，α，β），狀≥１，令

犎犳（狕）＝
犳（狕），　　狘狕狘≤１，

犳^（狕），　　狘狕狘＞１｛ ．
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其中：^犳（狕）＝犎（狕）＋犌（狕）＝狕＋∑
∞

犽＝１

珔犫犽
１

狕犽
＋∑

∞

犽＝２

珔犪犽
１

狕犽
．则犎犳（狕）是犳（狕）从单位圆盘犇到单位圆盘外

犇犮上的调和拟共形延拓，且犎犳（狕）是整个复平面上的拟共形映照，其最大伸缩商为

‖μ犎犳（狕）‖∞ ≤ｍａｘ｛γ／（１－γ），γ＋（１－γ）狘犫１狘｝．

其中：γ＝（１－α）／［（１＋β）２
犿－１－（α＋β）２

狀－１］．

证明　先证犳（狕）在犇内为调和拟共形映照．由于犳∈犛Ｈ，故犳具有单叶性．令γ＝（１－α）／［（１＋

β）２
犿－１－（α＋β）２

狀－１］．由于犿＞狀≥１，从而有

０＜γ＝ （１－α）／［（１＋β）２
犿－１
－（α＋β）２

狀－１］＝

（１－α）／｛２
犿－１［（１＋β）－（α＋β）２

－（犿－１）］｝≤１／２
犿－１
≤１／２．

当犽≥２时，有

犽≤γ
（１＋β）犽

犿
－（α＋β）犽

狀

１－α
，

犽≤γ
（１＋β）犽

犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀

１－α
．

由式（２）可得

∑
∞

犽＝２

（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀

１－α
狘犪犽狘≤１，

从而可以推出，当狀≥１时，有

０＜１－γ∑
∞

犽＝２

（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀

１－α
狘犪犽狘＜１．

狘μ犳（狕）狘＝
犵′（狕）

犺′（狕）≤
∑
∞

犽＝１

犽狘犫犽狘

１－∑
∞

犽＝２

犽狘犪犽狘

≤

狘犫１狘＋∑
∞

犽＝２

γ
（１＋β）犽

犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀

１－α
狘犫犽狘

１－∑
∞

犽＝２

γ
（１＋β）犽

犿
－（α＋β）犽

狀

１－α
狘犪犽狘

≤

狘犫１狘＋γ（１－∑
∞

犽＝２

（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀

１－α
狘犪犽狘－狘犫１狘）

１－∑
∞

犽＝２

γ
（１＋β）犽

犿
－（α＋β）犽

狀

１－α
狘犪犽狘

≤

１－
（１－γ）（１－狘犫１狘）

１－γ∑
∞

犽＝２

（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀

１－α
狘犪犽狘

≤

１－（１－γ）（１－狘犫１狘）≤γ＋（１－γ）狘犫１狘＜γ＋１－γ＝１．

从而犳（狕）为犇上的调和拟共形映照．

由定理１，可得犳（ｅｘｐ（ｉθ））≡^犳（ｅｘｐ（ｉθ）），０≤θ＜２π．由定理１知，^犳（狕）在犇
犮上单叶保向．又因为

狘μ犳^（狕）狘＝
犌′（狕）

犎′（狕）
＝
∑
∞

犽＝２

犽珔犪犽狕
－犽－１

１－∑
∞

犽＝１

犽珔犫犽狕
－犽－１

＜
∑
∞

犽＝２

犽狘珔犪犽狘

１－∑
∞

犽＝１

犽狘珔犫犽狘

≤

γ∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］

１－α
狘犪犽狘

１－狘犫１狘－γ∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（－１）

犿－狀（α＋β）犽
狀］

１－α
狘犫犽狘

≤
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γ∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］

１－α
狘犪犽狘

１－狘犫１狘－γ（１－狘犫１狘－∑
∞

犽＝２

［（１＋β）犽
犿
－（α＋β）犽

狀］

１－α
狘犪犽狘）

≤

γ（１－狘犫１狘）
（１－γ）（１－狘犫１狘）

＝
γ
１－γ

＜１．

从而犳^（狕）在犇
犮上为调和拟共形映照．

由拟共形映照理论，可知犎犳（狕）是整个复平面上的拟共形映照，且最大伸缩商满足

‖μ犎犳（狕）‖∞ ≤ｍａｘ｛γ／（１－γ），γ＋（１－γ）狘犫１狘｝．

　　定理２说明，在犛ＨＫ（犿，狀，α，β）类中较好地解决了该类映照到单位圆盘外的调和拟共形延拓问题．
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