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一类具有积分边值条件的

二阶奇异微分方程正解的存在性

林秋莲，王全义

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究一类具有非线性积分边值条件的二阶奇异微分方程正解的存在性问题．应用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点

定理及一些分析技巧，建立该边值问题存在正解的一些充分条件，所得结果推广和改进了ＫＯＮＧＬｉｎｇ?ｊｕ的

研究成果．
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由于常微分边值问题在理论和实际应用中有着重要的意义，近年来受到了很多学者的关注［１?１１］．

众所周知，微分方程的积分边值问题也包含了微分方程的多点边值问题这一特殊情况．文献［１］研究了

二阶奇异非线性积分边值问题

狓″＝－λ犳（狋，狓），　　　　狋∈ （０，１），

狓（０）＝∫
１

０
狓（狊）ｄξ（狊），　　狓（１）＝∫

１

０
狓（狊）ｄη（狊

烍

烌

烎
）

（１）

的正解的存在性．其中：λ＞０为参数．在一定条件下，该文利用混合单调算子不动点定理，得到了积分

边值问题（１）存在唯一正解的一些新结果．本文研究具有非线性积分边值条件的二阶奇异微分方程

狓″＝－λ犳（狋，狓），　　　　　　　狋∈ （０，１），

狓（０）＝∫
１

０
犺１（狊，狓（狊））ｄξ（狊），　　狓（１）＝∫

１

０
犺２（狊，狓（狊））ｄη（狊

烍

烌

烎
）

（２）

的正解存在性．其中：λ＞０为参数；犳∶（０，１）×（０，＋∞）→［０，＋∞）是连续的且犳（狋，狓）０；ξ（狊），η（狊）

在［０，１］上是非减的且在式（２）的积分是Ｒｉｅｍａｎｎ?Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ可积的；犺犻∶［０，１］×［０，＋∞）→ ［０，＋∞）

（犻＝１，２）是连续的；犳（狋，狓）在狋＝０，１和狓＝０处可能奇异．显然，当犺犻（狊，狓（狊））＝狓（狊）（犻＝１，２）时，边值

问题（２）就转化为边值问题（１）．

１　预备知识及引理

设犡是Ｂａｎａｃｈ空间，犓犡 是一个非空子集，满足１）对于任意的狌，狏∈犓 及任意的α，β≥０，α狌＋

β狏∈犓 成立；２）若狌，－狌∈犓，则必有狌＝０，那么称犓 是犡 中的一个锥．

引理１（Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理
［８］）　设犈是一个Ｂａｎａｃｈ空间，且犇 是犈 中有界凸闭集（犇 不一定

有内点），算子犃∶犇→犇是全连续的，则算子犃在犇 中至少有不动点．

设犡＝｛狓（狋）｜狓∈犆［０，１］，狋∈［０，１］｝．‖狓‖＝ｍａｘ
狋∈［０，１］

｜狓（狋）｜，则在此范数下犡是一个Ｂａｎａｃｈ空间．

定义犓＝｛狓｜狓∈犡，狓（狋）≥０，狓（狋）≥狋（１－狋）‖狓‖，狋∈［０，１］｝．易证犓 是犡 中的一个锥．对任意正

常数狉，犚（犚＞狉），记犓狉＝｛狓∈犓∶‖狓‖＜狉｝，珡犓狉＝｛狓∈犓∶‖狓‖≤狉｝，犓狉，犚＝｛狓∈犓∶狉＜‖狓‖＜

犚｝，珡犓狉，犚＝｛狓∈犓∶狉≤‖狓‖≤犚｝．再令
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犌（狋，狊）＝
狊（１－狋），　　０≤狊≤狋≤１，

狋（１－狊），　　０≤狋≤狊≤｛ １．
（３）

　　在文中假设下列条件：

Ａ１）犪犻（狊）狓≤犺犻（狊，狓）≤犫犻（狊）狓（犻＝１，２），（狊，狓）∈［０，１］×［０，＋∞），其中犪犻（狊）和犫犻（狊）（犻＝１，２）在

［０，１］上是非负连续的；

Ａ２）犕＜１，这里犕 ＝ ｍａｘ
狋∈［０，１］

｛（１－狋）∫
１

０
犫１（狊）ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
犫２（狊）ｄη（狊）｝；

Ａ３）犳可写成犳（狋，狓）＝狑（狋）（犵（狓）＋犺（狓）），其中狑∶（０，１）→［０，＋∞）是连续的；犵∶［０，＋∞）→

［０，＋∞）是连续函数；犺∶（０，＋∞）→［０，＋∞）是连续且非增的；

Ａ４）１）０＜∫
１

０
犌（狊，狊）狑（狊）ｄ狊＝∶犕１＜＋∞；２）对任意犽１＞０，有∫

１

０
犌（狊，狊）狑（狊）犺（犽１狊（１－狊））ｄ狊＜

＋∞；

Ａ５）存在α∈ （０，１），使得条件１）极限ｌｉｍｓｕｐ
狓→＋∞

犵（狓）

狓α
＝犃存在，犃为常数；２）当犽∈ （０，１），狓＞０

时，犺（犽－１狓）≥犽
α犺（狓）；３）０＜∫

１

０
狑（狊）［狊（１－狊）］

１－αｄ狊＜＋∞ 成立；

Ａ′５）犵（狓）在［０，＋∞）上是非减的；且存在α∈ （０，１）使得当犽∈ （０，１）及狓＞０时，有犵（犽狓）≥

犽α犵（狓）及犺（犽
－１狓）≥犽

α犺（狓）；且０＜∫
１

０
狑（狊）［狊（１－狊）］

１－αｄ狊＜＋∞．

引理２　对于式（３）给出的函数犌（狋，狊）有下列３点性质：

ａ１）当０＜狋，狊＜１时，犌（狋，狊）＞０；

ａ２）当０≤狋，狊≤１时，０≤犌（狋，狊）≤犌（狋，狋），０≤犌（狋，狊）≤犌（狊，狊）；

ａ３）当０≤狋，狊≤１时，犌（狋，狊）≥犌（狋，狋）·犌（狊，狊）．

如果条件Ａ１）～Ａ４）成立，则可以在犓 或犓／｛０｝上定义如下的一些算子．

首先定义算子

（犜１狓）（狋）＝（１－狋）∫
１

０
犺１（狊，狓（狊））ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
犺２（狊，狓（狊））ｄη（狊），　　狓∈犓， （４）

（犜２狓）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）λ狑（狊）犵（狓（狊））ｄ狊，　　狓∈犓， （５）

（犜３狓）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）λ狑（狊）犺（狓（狊））ｄ狊，　　狓∈犓／｛０｝． （６）

　　在条件Ａ１）～Ａ４）下，式（４）～（６）的右端积分都存在，算子犜１狓，犜２狓，犜３狓是有意义的．

引理３　假设条件Ａ１）及Ａ２）成立，算子犜１∶犓→犓 是全连续算子．

引理４　假设条件Ａ３）及Ａ４）成立，算子犜２∶犓→犓 是全连续的．

引理５　假设条件Ａ３）及Ａ４）成立．算子犜３∶犓／｛０｝→犓．

下面通过构造全连续算子序列犜３，狀∶犓→犓，（狀＝２，３，…）来证明算子犜３∶犓＼｛０｝→犓 的全连续

性．首先定义函数

犺狀（狓）＝

犺（狓），　 　狓≥
１

狀
，　狀＝２，３，４，…，

犺（
１

狀
），　　０≤狓＜

１

狀
，　狀＝２，３，４，…

烅

烄

烆
．

（７）

　　由于犺（狓）在（０，＋∞）内连续且非增，故对每个固定的狀，犺狀（狓）在［０，＋∞）上连续且非增，且

犺２（狓）≤犺３（狓）≤ … ≤犺狀（狓）≤ …，　　狓∈ ［０，＋∞）， （８）

犺狀（狓）≤犺（狓），　　狓∈ ［０，＋∞），　狀＝２，３，４，…． （９）

　　此外，对于任意给定的闭区间［犪，犫］（０，＋∞）（０＜犪＜犫），ｌｉｍ
狀→＋∞

犺狀（狓）＝犺（狓）对狓∈［犪，犫］一致地

成立．在Ａ３），Ａ４）条件下，定义算子序列犜３，狀∶犓→犡为

（犜３，狀狓）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）λ狑（狊）犺狀（狓（狊））ｄ狊，　　狓∈犓，　狀＝２，３，４…． （１０）
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　　由于在引理４中证明算子犜２∶犓→犓 的全连续性时只用到犵（狓）的连续性，且犺狀（狓）在［０，＋∞）

上连续，因此由引理４即得如下引理６．

引理６　假设条件Ａ３），Ａ４）成立．则对每个固定的狀∈犖
＋（狀≥２），算子犜３，狀∶犓→犓 是全连续的．

引理７　假设条件Ａ３），Ａ４）成立．则对于任意给定的有界凸闭集犇犓＼｛０｝，算子犜３∶犇→犡是全

连续算子．

定义算子犜∶犓＼｛０｝→犓 为

（犜狓）（狋）＝（犜１狓＋犜２狓＋犜３狓）（狋）＝ （１－狋）∫
１

０
犺１（狊，狓（狊））ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
犺２（狊，狓（狊））ｄη（狊）＋

∫
１

０
犌（狋，狊）λ狑（狊）（犵（狓（狊））＋犺（狓（狊）））ｄ狊，　　狓∈犓／｛０｝． （１１）

由式（１１）和引理３，４，７可知，算子犜∶犓＼｛０｝→犓 是全连续的．

引理８　假设条件Ａ１），Ａ４）成立．则对于任意给定的有界凸闭集犇犓＼｛０｝，算子犜∶犇→犓 是全

连续算子．

引理９　假设条件Ａ１），Ａ４）成立．如果狓＝狓（狋）是全连续算子犜∶犇犓＼｛０｝→犓 的一个不动点，

这里犇是犓＼｛０｝中的一个有界凸闭集，则狓＝狓（狋）必是积分边值问题（２）的一个正解．

注１　由算子犜的表达式（１１）的右端易见，所有的边值问题（１），（２）对函数狑（狊）及犺（狓）的奇异性

的限制条件∫
１

０
狑（狊）［狊（１－狊）］

１－αｄ狊＜＋∞ 是最弱的．

２　主要结果及其证明

定理１　假设条件Ａ１）～Ａ３），Ａ５）及犺（１）＞０成立，则对任意给定的λ＞０，积分边值问题（２）至少

存在一个正解．

证明　由ｌｉｍｓｕｐ
狓→＋∞

犵（狓）

狓α
＝犃得，存在狉＞０，则当狓≥狉时，有犵（狓）≤（犃＋１）狓α．

令犕０＝ｍａｘ｛犵（狓）＋１∶０≤狓≤狉｝．于是，有犵（狓）≤（犃＋１）狓
α＋犕０，狓∈［０，＋∞）．

对任意给定的λ＞０，选择一个数犆λ＞１足够大，使得

犆λ ≥ｍａｘ｛犕
１／α
０ ，（
λ∫

１

０
犌（狊，狊）狑（狊）（（犃＋３）＋犺（１）（狊（１－狊））－α）ｄ狊

１－犕
）１／（１－α），

（λ∫
１

０
犌（狊，狊）狑（狊）犺（１）ｄ狊）－１

／（１－α）｝．

记犓（λ）＝｛狓∈犓∶犆
－１
λ ·狋（１－狋）≤狓（狋）≤犆λ｝．易见犓（λ）是犓＼｛０）中的一个非空有界凸闭子集．从而，

由引理８可知，式（１０）定义的算子犜∶犓（λ）→犓 是全连续的．

事实上，由式（１０）及引理２和定理的条件可得，对任意的狓∈犓（λ），狋∈［０，１］，有

（犜狓）（狋）＝（１－狋）∫
１

０
犺１（狊，狓（狊））ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
犺２（狊，狓（狊））ｄη（狊）＋

∫
１

０
犌（狋，狊）λ狑（狊）（犵（狓（狊））＋犺（狓（狊）））ｄ狊≤犆λ，

（犜狓）（狋）＝（１－狋）∫
１

０
犺１（狊，狓（狊））ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
犺２（狊，狓（狊））ｄη（狊）＋

∫
１

０
犌（狋，狊）λ狑（狊）（犵（狓（狊））＋犺（狓（狊）））ｄ狊≥狋（１－狋）犆

－１
λ．

所以犜狓∈犓（λ），即有犜（犓（λ））犓（λ）．因此，引理１的所有条件都被满足．故由引理１可得，算子犜

在犓（λ）中有不动点狓．又因为狓（狋）≥犆
－１
λ狋（１－狋）＞０，狋∈（０，１），故由引理９可知，积分边值问题

（２）至少存在一个正解狓＝狓（狋）．定理１证毕．

定理２　假设条件Ａ１）～Ａ３）及Ａ′５）成立，则对于任意给定的λ＞０，积分边值问题（２）至少存在一

个正解．

证明略．只需选取犆λ＞１足够大满足
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犆λ ≥ｍａｘ｛（
λ∫

１

０
犌（狊，狊）狑（狊）（犵（１）＋犺（１）（狊（１－狊））

－α）ｄ狊

１－犕
）１／（１－α），

（λ∫
１

０
犌（狊，狊）狑（狊）（犵（１）（狊（１－狊））α＋犺（１））ｄ狊）

－１／（１－α）｝．

　　接下来的证明同定理１的证明类似，此处略．

推论１　若Ａ３），Ａ５）成立，且犺（１）＞０和犕＝ ｍａｘ
狋∈［０，１］

｛（１－狋）∫
１

０
ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
ｄη（狊）｝＜１，则对于任意

给定的λ＞０，积分边值问题（１）至少存在一个正解．

推论２　假设条件Ａ３），Ａ′５）成立，且犕＝ ｍａｘ
狋∈［０，１］

｛（１－狋）∫
１

０
ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
ｄη（狊）｝＜１，成立，则对于任

意给定的λ＞０，积分边值问题（１）至少存在一个正解．

注２　就积分边值问题（１）或（２）的正解的存在性而言，推论２大大地推广和改进了文献［１］中的积

分边值问题（１）正解存在性的相关结果．这是因为推论２不仅去掉了文献［１］中定理的条件 Ｈ２）：存在

一个σ∈（０，１），使得
犿
１－犿

≥σ
犕
１－犕

这个条件的限制，而且对狑（狊）及犺（狓）的奇异性的要求也比文献［１］

定理中的要求弱得多．

３　一些例子

例１　考虑如下的具有积分边界条件的二阶奇异微分方程

狓″（狋）＝－
λ

狋（１－狋）
（狓２

／３
＋狘ｓｉｎ狓狘＋狓

－１／２），　　狋∈ （０，１），

狓（０）＝０，　　狓（１）＝∫
１

０
狓（狊）ｄ

狊
烍

烌

烎２

（１２）

正解的存在性问题．其中：λ＞０为参数．

对应积分边值问题（１），有ξ（狊）＝０，η（狊）＝
狊
２
，狑（狋）＝

１

狋（１－狋）
，犵（狓）＝狓

２／３
＋狘ｓｉｎ狓狘，犺（狓）＝

狓－１
／２，犿＝ ｍａｘ

狋∈［０，１］
｛（１－狋）∫

１

０
狊（１－狊）ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
狊（１－狊）ｄη（狊）｝＝０，犕１ ＝∫

１

０
犌（狊，狊）狑（狊）ｄ狊＝１，犕 ＝

ｍａｘ
狋∈［０，１］

｛（１－狋）∫
１

０
ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
ｄη（狊）｝＝１／２，犺（１）＝１．

令α＝ｍａｘ｛１／２，２／３｝＝２／３，则０＜∫
１

０
狑（狊）［狊（１－狊）］

１－αｄ狊＝∫
１

０

［狊（１－狊）］－
２／３ｄ狊＜＋∞，当犽∈（０，

１），狓＞０时，有犺（犽
－１狓）＝犽１

／２犺（狓）≥犽
２／３犺（狓），ｌｉｍｓｕｐ

狓→＋∞

犵（狓）

狓α
＝ｌｉｍｓｕｐ

狓→＋∞

狓２
／３＋｜ｓｉｎ狓｜
狓２
／３ ＝１．

　　由此可知，推论１的所有条件都被满足．故由推论１可知，对任意给定的λ＞０积分边值问题（１２）

至少存在一个正解．

例２　考虑如下的具有积分边界条件的二阶奇异微分方程

狓″（狋）＝－
λ

狋（１－狋）
（狓１

／３
狘ｓｉｎ狓狘＋狘ｃｏｓ狓狘＋狓

－１／２），　　狋∈ （０，１），

狓（０）＝∫
１

０
狊３狓（狊）狘ｃｏｓ（狓（狊）＋狊）狘ｄ狊，　　狓（１）＝∫

１

０

１＋ｓｉｎ狊
４［２＋ｃｏｓ（狓（狊））］

狓（狊）ｄ
烍

烌

烎
狊

（１３）

正解的存在性问题．其中：λ＞０为参数．

对应积分边值问题（２），有狑（狋）＝
１

狋（１－狋）
，犵（狓）＝狓

１／３
｜ｓｉｎ狓｜＋｜ｃｏｓ狓｜，犺（狓）＝狓

－１／２，犺１（狊，狓）＝

狊３狓｜ｃｏｓ（狓＋狊）｜，犺２（狊，狓）＝
１＋ｓｉｎ狊
４［２＋ｃｏｓ狓］

狓，ξ（狊）＝狊，η（狊）＝狊．

取犪１（狊）＝０，犪２（狊）＝０，犫１（狊）＝狊
３，犫２（狊）＝１／２，α＝ｍａｘ｛１／３，１／２｝＝１／２，于是有犪犻（狊）狓≤犺犻（狊，狓）≤

犫犻（狊）狓，犻＝１，２，（狊，狓）∈ ［０，１］× ［０，＋ ∞）；犕 ＝ ｍａｘ
狋∈［０，１］

｛（１－狋）∫
１

０
犫１（狊）ｄξ（狊）＋狋∫

１

０
犫２（狊）ｄη（狊）｝＝
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ｍａｘ
狋∈［０，１］

｛１－狋
４
＋
狋
２
｝＝

１

２
＜１；犕１ ＝∫

１

０
犌（狊，狊）狑（狊）ｄ狊＝１，犺（１）＝１；０＜∫

１

０
狑（狊）［狊（１－狊）］

１－αｄ狊＝

∫
１

０

［狊（１－狊）］－
１／２ｄ狊＜＋∞，且当犽∈（０，１），狓＞０时，有犺（犽

－１狓）＝犽
１／２犺（狓）＝犽α犺（狓），ｌｉｍｓｕｐ

狓→＋∞

犵（狓）

狓α
＝

ｌｉｍｓｕｐ
狓→＋∞

狓１
／３
｜ｓｉｎ狓｜＋｜ｃｏｓ狓｜

狓１
／２ ＝０．

　　由此可知，定理１的所有条件都被满足，由定理１可知，对任意给定的λ＞０积分边值问题（１３）至

少存在一个正解．

注３　易见，文献［１］的结果是得不到上述例１，２的正解的存在性．因而，所得结果是新的．
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