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随机删失数据下核密度估计的相合性

叶彩园，吴群英，刘振

（桂林理工大学 理学院，广西 桂林５４１００６）

摘要：　在｛犡犻，犻≥１｝是α混合的随机变量，｛犢犻，犻≥１｝是独立同分布的随机变量，且犡犻 与犢犻 相互独立的情形

下，研究随机删失数据下概率密度函数的核估计，获得此核估计的逐点强相合性和一致强相合性．
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核密度估计方法最早由Ｒｏｓｅｎｂｌａｔ等
［１］于１９５６年引入．在生存分析中，由于实验设计、观察时间

等因素的局限，所要收集的数据往往不能完全观测，这便产生了删失数据．因此，研究随机删失数据的大

样本性质是解决实际问题的关键．对于独立非删失数据样本，^犳狀（狓）的相合性已取得了较深入的研究．

例如在独立样本下，熊丹［２］讨论了核密度估计的狉阶均方相合性及收敛速度；陈希儒等
［３］讨论了犳^狀（狓）

的相合性．对于大多数的金融、时间序列而言，样本的独立性不一定成立；而样本的相依性是它们固有的

特征，混合结构，尤其是α?混合结构能比较合理的刻画时间序列模型的相依结构．对于混合非删失数据

样本，国内外的许多专家对犳^狀（狓）的相合性进行了讨论．例如李军
［４］在φ混合样本下，讨论了犳^狀（狓）的

强相合性；韦来生［５］在ＮＡ样本下讨论了 的相合性；赵翌等
［６］在α混合序列下讨论了核密度估计量的

强相合性与一致强相合性．对于混合删失数据样本，王海建等
［７］研究了被删失变量和删失变量之间不独

立的情况下，犳狀（狓）的估计形式及密度函数估计的强一致收敛速度；Ｌｉａｎｇ等
［８］等研究了强混合删失样

本下核密度估计的Ｂｅｒｒｙ?Ｅｓｓｅｅｎ界；Ｃａｉ
［９１０］研究了删失相依数据Ｋａｐｌａｎ?Ｍｅｉｅｒ估计的渐进正态性，以

及核密度函数和失效率函数的估计问题；Ｗａｎｇ
［１１］研究了基于截尾数据概率密度核估计的一些渐进行

为；张成毅等［１２］讨论了缺失数据下局部估计的弱项合性和渐进正态性；石小平［１３］利用经验生存函数和

子经验函数，研究了删失变量的生存函数估计的相合性，并讨论了其收敛性．然而，对于在删失样本与被

删失样本相互独立的情形下，犳狀（狓）的相合性问题还未见文献报道．本文在α?混合序列下，研究了随机

删失数据下概率密度函数的核估计，获得了此核估计的逐点强相合性和一致强相合性．

１　相关定义和引理

令｛犡狀，狀≥１｝为概率空间（Ω，犉，犘）上实值随机变量序列，犉
犿
狀＝σ（犡犻；狀≤犻≤犿）是由随机变量序列

｛犡犻；狀≤犻≤犿｝产生的σ代数，定义

α（狀）＝ｓｕｐ
犽≥１

ｓｕｐ
犃∈犉

犽
１
，犅∈犉

∞
犽＋狀

狘犘（犃犅）－狆（犃）犘（犅）狘．

若ｌｉｍ
狀→∞
α（狀）＝０，则称随机变量序列｛犡狀；狀≥１｝为α混合．文中出现的犮均表示与狀无关的常数．

引理１
［８］
　假设犈犡犻＝０且｜犡犻｜≤犛＜∞，ａ．ｓ．（犻＝１，２，…，狀），对于狀，犿∈犖，０＜犿＜狀／２，ε＞０，有

犘（狘∑
狀

犻－１

犡犻狘＜ε）≤４ｅｘｐ｛－
ε
２

１６
（狀犿－１犇犿＋

１

３
ε犛犿）－

１｝＋３２
犛

ε
狀α（犿），
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其中：犇犿 ＝ ｍａｘ
１≤犼≤２犿

ｖａｒ（∑
犼

犻＝１

犡犻）．

引理２
［８］
　假设α（犽）≤犆１犽

－γ，γ＞１，若 ｓｕｐ
１≤犼，犼≤狀，犻≠犼

｜ｃｏｖ（犡犻，犡犼）｜犚
（狀）＜∞，存在犿，２γ／（γ－１）＜

犿＜∞，使得犚犿（狀）＝ｓｕｐ
１≤犻≤狀

（犈｜犡犻｜
犿）１／犿＜∞，且犚∞（狀）＝ｓｕｐ

１≤犻≤狀
ｅｓｓ
ω∈Ω
｜犡犻｜，则有

ｖａｒ（∑
狀

犻＝１

犡犻）≤狀｛犆２（γ，犿）（犚犿（狀））
２犿／（γ（犿－２））（犚（狀））１－犿

／（γ（犿－２））
＋犚

２
２（狀）｝．

其中：犆２（γ，犿）＝
２０γ－４０γ／犿
γ－１－２γ／犿

犆１
／γ
１ ．

引理３
［３］
　设犓（·）及犵（·）均为犚

１ 上Ｂｏｒｅｌ可测函数，满足条件：１）犓 有界；２）∫狘犓（狌）狘ｄ狌＜

∞；３）ｌｉｍ
狘狌狘→∞

狌犓（狌）＝０；４）∫狘犵（狌）狘ｄ狌＜ ∞．常数序列｛犺狀｝满足ｌｉｍ狀→∞犺狀 ＝０．令犵狀（狓）＝
１

犺狀
×

∫犓（狌／犺狀）犵（狓－狌）ｄ狌，则对任意狓∈犆（犵），犆（犵）为犵的连续点集，都有ｌｉｍ狀→∞犵狀（狓）＝犵（狓）∫犓（狌）ｄ狌．进
一步，若犵有界且一致连续，则上式关于狓一致成立．

引理４
［９］
　如果｛犡狀；狀≥１｝是一列具有混合系数α（狀）的随机变量，与独立同分布的随机变量列

｛犢狀；狀≥１｝相互独立，则｛（犡狀，犢狀）；狀≥１｝是一列具有混合系数为４α（狀）的随机变量．特别地，｛（犡狀∧

犢狀）；狀≥１｝也是混合系数为４α（狀）的随机变量．

２　主要结果

设犡１，犡２，…，犡狀 是具有同分布的α?混合随机变量，具有连续的分布函数犉和相应的密度函数犳．

犢１，犢２，…，犢狀 是独立同分布表示删失的随机变量，具有连续分布函数犌，且犡犻与犢犻独立．

为了证明定理，给出以下几个基本假设．

Ｋ１）｛犡狀；狀≥１｝的混合系数α（狀）满足α（狀）＝犗（狀
－狏），狏＞３．

Ｋ２）任给整数犼≥１，犡犼在给定犡犻＝狓１ 条件下的条件密度记为犳犼－犻（·｜狓１），且设存在常数犕０＞０，

使对于狓∈犚，存在狓１，狓２∈犝（狓），有犳犼（狓１｜狓２）≤犕０．

Ｋ３）若犓 在犚１ 有界且满足：ⅰ）∫
∞

－∞
犓（狌）ｄ狌＝１；ⅱ）∫

∞

－∞
狌犓（狌）ｄ狌＝１；ⅲ）ｌｉｍ

狌→∞
狌犓（狌）＝０；ⅳ）

∫
∞

－∞
狌２犓（狌）ｄ＜ ∞ ．

定理１　设犡１，犡２，…，犡狀 是具有同分布的α?混合随机变量，连续的密度函数犳（狓）；犢１，犢２，…，犢狀

是独立同分布表的随机变量，且犡犻与犢犻相互独立．若基本假设Ｋ１）～Ｋ３）成立，存在β，满足β狏＞１，且

存在狉狀→∞，使得

ｌｉｍ
狀→∞

狉狀（ｌｎ狀）β
＋１

狀１－１
／狏犺１＋１

／狏
狀

＝０， （１）

则对狓＜τ犎，有｜犳狀（狓）－犳（狓）｜→０，ａ．ｓ．．

定理２　设犡１，犡２，…，犡狀 是具有同分布的α?混合随机变量，犢１，犢２，…，犢狀 是独立同分布的随机变

量，且犡犻与犢犻独立．若基本假设Ｋ１）～Ｋ３）成立，且犳（狓）和犓（·）都满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，当取犺狀＝

狀－犾，０＜犾＜ｍｉｎ（
狏－１－η
狏＋３

，狏－１
３
），０＜η＜狏－１－３犾时，对于τ＜τ犎，有ｓｕｐ

狓∈（０，τ）
｜犳狀（狓）－犳（狓）｜→０，ａ．ｓ．．

３　定理证明

３．１　定理１的证明

显然有

狘犳狀（狓）－犳（狓）狘≤狘犈犳狀（狓）－犳（狓）狘＋狘犳狀（狓）－犈犳狀（狓）狘犐１＋犐２．

　　欲证｜犳狀（狓）－犳（狓）｜→０，ａ．ｓ．，只需证明｜犈犳狀（狓）－犳（狓）｜ →
ａ．ｓ．
０和｜犳狀（狓）－犈犳狀（狓）｜ →

ａ．ｓ．
０即可．
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利用条件Ｋ３）中的ⅰ），犣１，犣２，…，犣狀 的同分布性及引理３，可得

犐１ ＝狘犈犳狀（狓）－犳（狓）狘＝
１

狀犺狀∑
狀

犻＝１

犈犓（
犣犻－狓

犺狀
） δ犻
１－犌（犣犻）

－犳（狓）＝

１

犺狀∫
∞

－∞
犓（
狊－狓
犺狀

）犳（狊）ｄ狊－犳（狓）＝
１

犺狀∫
∞

－∞
犓（
狌
犺狀
）［犳（狓＋狌）－犳（狓）］ｄ狌 →０． （２）

犐２ ＝狘犳狀（狓）－犈犳狀（狓）狘＝

∑
狀

犻＝１

１

狀犺狀
［犓（
犣犻－狓

犺狀
） δ犻
１－犌（犣犻）

－犈犓（
犣犻－狓

犺狀
） δ犻
１－犌（犣犻）

］狘∑
狀

犻＝１
η犻狘．

其中：η犻＝
１

狀犺狀
｛犓（
犣犻－狓

犺狀
） δ犻
１－犌（犣犻）

－犈犓（
犣犻－狓

犺狀
） δ犻
１－犌（犣犻）

｝．

根据引理４，可知｛η犻，犻≥１｝也是α?混合的，满足引理２的条件．故根据犆狉 不等式、基本条件Ｋ２），

以及犳（狓），犌（狓）的连续性、犡犻与犢犻相互独立和引理３可知，对于狓＜τ犎，犻≠犼，有

狘ｃｏｖ（η犻，η犼）狘＝狘犈η犻η犼狘≤
犮
（狀犺狀）

２ 犈［犓（
犣犻－狓

犺狀
） δ犻
１－犌（犣犻）

犓（
犣犼－狓

犺狀
） δ犼
１－犌（犣犼）

］≤

犮
（狀犺狀）

２ 犈［犓（
犡犻－狓

犺狀
） １

１－犌（犡犻）
犓（
犡犼－狓

犺狀
） １

１－犌（犡犼）
］≤

犮
（狀犺狀）

２犓（
狊－狓
犺狀

） １

１－犌（狊）
犓（
狋－狓
犺狀

） １

１－犌（狋）
犳（狊）犳犼－犻（狋狘狊）ｄ狊ｄ狋 ＝

犮

狀２
狘∫

∞

－∞
犓（狌）犳（狓＋犺狀狌）ｄ狌狘＝犗（狀

－２）． （３）

　　根据犆狉不等式、犳（狓），犌（狓）的连续性，以及犓 的有界性和引理３，可得

犚犿（狀）＝ｓｕｐ
１≤犻≤狀

（ １
狀犺狀
［犓（
犣犻－狓

犺狀
） δ犻
１－犌（犣犻）

－犈犓（
犣犻－狓

犺狀
） δ犻
１－犌（犣犻）

］
犿

）１／犿 ≤

犮

狀犿犺犿－１狀 ）犿∫
∞

－∞
犓（狌）犳（狓＋犺狀狌）ｄ｛ ｝狌

１／犿

＝犗（狀－
１犺１

／犿－１
狀 ）， （４）

犚∞（狀）＝ｓｕｐ
１≤犻≤狀

ｅｓｓ
ω∈Ω
狘η犻狘≤

１

狀犺狀
． （５）

根据引理２及式（３）～（５），可得

犇犿 ＝ ｍａｘ
１≤犼≤２犿

ｖａｒ（∑
犼

犻＝１
η犻）≤犮犿［狀

－１犺１
／犿－１
狀 ）２犿／狉（犿－２）狀－２

（１－犿／狉（犿－２）
＋狀

－２犺－１狀 ］＝犗（犿狀
－２犺－１狀 ）． （６）

　　取犿＝犺
－１／狏
狀 狀１

／狏（ｌｎ狀）β，根据引理１及式（１），（６），由于有β狏＞１，故可得

犘（狘犳狀（狓）－犈犳狀（狓）狘＞ε）＝犘（狘∑
狀

犻－１
η犻狘＞ε）≤

ｅｘｐ｛－犮狀－
１犺－１狀 ＋

（ｌｎ狀）β

狀１－１
／狏犺１＋１

／狏
狀

）－１｝＋
１

狀（ｌｎ狀）β狏
≤

ｅｘｐ（－犮狉狀ｌｎ狀）＋
１

狀（ｌｎ狀）β狏
≤
１

狀２
＋

１

狀（ｌｎ狀）β狏
．

则有

∑
∞

狀＝１

犘（狘犳狀（狓）－犈犳狀（狓）狘＞ε）≤∑
∞

狀＝１

（１
狀２
＋

１

狀（ｌｎ狀）β狏
）＜ ∞．

由Ｂｏｒｅｌ?Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理可知

狘犳狀（狓）－犈犳狀（狓）狘→０，　　ａ．ｓ．． （７）

由式（２），（７）可知，定理１得证．

３．２　定理２的证明

记犐＝［０，τ］，τ＜τ犎，欲证ｓｕｐ
狓∈（０，τ）

｜犳狀（狓）－犳（狓）｜→０，ａ．ｓ．，显然有

ｓｕｐ
狓∈犐
狘犳狀（狓）－犳（狓）狘≤ｓｕｐ

狓∈犐
狘犈犳狀（狓）－犳（狓）狘＋ｓｕｐ

狓∈犐
狘犳狀（狓）－犈犳狀（狓）狘．

　　由于犳（狓）在犚
１ 满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，则犳（狓）在犚

１ 一致连续，根据条件Ｋ３）中的ｉ）和犣１，犣２，…，

３９５第５期　　　　　　　　　　　　　叶彩园，等：随机删失数据下核密度估计的相合性



犣狀 的同分布性及引理３可知

ｓｕｐ
狓∈犐
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狀
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狌
犺狀
）［犳（狓＋狌）－犳（狓）］ｄ狌 →０． （８）

　　将犐＝［０，τ］分成犖 个子区间，设０＝狓１＜狓２＜…＜狓犖＝τ，第犻个区间犐犻记为δ犻＝Δ狓犻－狓犻－１，犻＝１，

２，…，犖，犖≤犮δ
－１
狀 ，且δ狀＝ｍａｘ

１≤犻≤犖
δ犻．取δ狀 满足条件
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狀→∞
δ狀犺

－２
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取狓犼 为犐犼中的任一点，则有
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１≤犼≤犖
狘犳狀（狓


犼 ）－犈犳狀（狓


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犐狀，１＋犐狀，２＋犐狀，３．

　　根据犓（·）满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件、式（９）及犌（狓）的连续性可知

犐狀，１ ＝ｍａｘ
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　由于犡犻与犢犻相互独立且犳（狓）满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，根据犳（狓），犌（狓）的连续性及式（９），可得

犐狀，２ ＝ｍａｘ
１≤犼≤犖

ｓｕｐ
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根据犳狀（狓）的定义有
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取犿＝狀犐＋３犾＋η
／狏（ｌｎ狀）β，根据引理３和式（６），由于有β狏＞１，故可得
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　　由条件可知犺狀＝狀
－犾，所以当取δ狀＝狀
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犮δ
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则有
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故由Ｂｏｒｅｌ?Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理可知

ｍａｘ
１≤犼≤犖

狘犳狀（狓

犼 ）－犈犳狀（狓


犼 ）狘→０，　　ａ．ｓ．． （１４）

根据式（８），（１０），（１１）和式（１４）可知，定理２得证．
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