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二阶微分方程积分边值问题正解的存在性
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摘要：　研究一类满足ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分边值条件的二阶非线性微分方程的正解存在性．通过转化为等价

的积分方程，利用锥上不动点定理及一些分析技巧，建立边值问题存在一个和多个正解的充分条件．该边值条

件含有勒贝格?斯梯阶积分，所得的结果是新的．
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１　预备知识

近年来，掀起了微分方程边值问题研究的热潮［１?８］．考虑满足Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ积分边值条件

狓″（狋）＋犺（狋）犳（狋，狓（狋））＝０，　狋∈ ［０，１］，

犪狓（０）－犫狓′（０）＝０，

犮狓（１）＋犱狓′（１）＝∫
１

０
狓（狋）ｄΛ（狋）＝λ［狓

烍

烌

烎
］

（Ｐ）

二阶微分方程正解的存在性．式（Ｐ）中：λ［狓］＝∫
１

０
狓（狋）ｄΛ（狋）为勒贝格?斯梯阶积分（Ｓ?Ｊ积分），Λ（狋）为

［０，１］上有界变差函数．假设

Ｈ１）犳∈犆（犑×犚＋，犚＋）．

Ｈ２）犺∈犆（犑，犚＋），其中犺在［０，１］的任何子区间上都不恒为零．

当λ［狓］＝０时，就是Ｓｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ边值条件情况；当λ［狓］＝０且犫＝犮＝０时，就是文献［２］研究的

情形；当Λ（狋）＝∑
犿

犻＝１

犪犻χ（狊－狋犻）时，其中χ（狊－狋犻）＝
１，狊≥狋犻，

０，狊≥狋犻
｛ ，

从而犮狓（１）＋犱狓′（１）＝∑
犿

犻＝１

犪犻狓（狋犻），这就

是多点边值问题的情况［３?６］．

对于积分边值的问题，通常都要求被积函数要恒正，这样算子的范数好估计［７?８］．本文不需要对一切

的非负函数狓（狋），λ［狓］恒正，并且测度ｄΛ是可变号的，通过构造等价的算子，转化问题，构造恰当的锥，

给出边值问题（Ｐ）具有一个和多个正解的充分条件．

２　一些引理及证明

令犑＝［０，１］，设犡＝犆（犑，犚）＝｛狓∈犆（犑，犚）｝，定义范数‖狓‖＝ｓｕｐ
狋∈犑
｜狓（狋）｜，则犡是Ｂａｎａｃｈ空间．

引理１（锥压缩锥拉伸不动点定理）　设犡是Ｂａｎａｃｈ空间，犓 是犡 中的一个锥，Ω１ 和Ω２ 是犡中的

开集，且０∈Ω１，珚Ω１Ω２，犜∶犓∩珚Ω２／Ω１→犓 是全连续算子，如果下列条件之一满足：

１）‖犜狓‖≤‖狓‖，狓∈犓∩Ω１，‖犜狓‖≥‖狓‖，狓∈犓∩Ω２；

２）‖犜狓‖≥‖狓‖，狓∈犓∩Ω１，‖犜狓‖≤‖狓‖，狓∈犓∩Ω２．
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则算子犜在犓∩（珚Ω２／Ω１）中有不动点．

引理２　若条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，则边值问题（Ｐ）有唯一解，即

狓（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

犫＋犪狋

ρ
λ［狓］． （１）

式（１）中：犌（狋，狊）＝
１

ρ

（犫＋犪狊）（犮＋犱－犮狋），０≤狊≤狋≤１，

（犫＋犪狋）（犮＋犱－犮狊），０≤狋≤狊≤１｛ ，ρ
＝犪犮＋犪犱＋犫犮．

证明　由狓″（狋）＝－狔（狋），可得狓（狋）＝狓（０）＋狓′（０）狋－∫
狋

０

（狋－狊）狔（狊）ｄ狊．代入边值条件得

犪狓（０）－犫狓′（０）＝０，

犮狓（１）＋（犮＋犱）狓′（１）＝∫
１

０

（犮＋犱－犮狊）狔（狊）ｄ狊＋λ［狓］
烅

烄

烆
．

所以，狓（０）＝
犫

ρ∫
１

０

（犮＋犱－犮狊）狔（狊）ｄ狊＋
犫λ［狓］

ρ
；狓′（０）＝

犪

ρ∫
１

０

（犮＋犱－犮狊）狔（狊）ｄ狊＋
犪λ［狓］

ρ
．代入整理可得，

狓（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊））ｄ狊＋

（犫＋犪狋）λ［狓］

ρ
．

为方便讨论引入以下记号

σ＝ｍｉｎ（
犱＋犮θ

犱＋犮（１－θ）
， 犫＋犪θ
犪＋犫（１－θ）

），　　θ∈ ［０，１／２），

犃＝∫
１

０
ｄΛ（狋），　犅＝∫

１

０

犫＋犪狋

ρ
ｄΛ（狋），　犵（狊）＝∫

１

０
犌（狋，狊）ｄΛ（狋），　犆＝∫

１

０
犌（狊，狊）犺（狊）ｄ狊，

犇＝∫
１

０
犵（狊）犺（狊）ｄ狊，　犔＝ ［

（犪＋犫）犇

ρ（１－犅）
＋犆］，　犕（θ）＝∫

１－θ

θ

［σ犌（狊，狊）＋犵（狊）］犺（狊）ｄ狊，

犝１（狉）＝ ｍａｘ
（狋，狓）∈犑×［０，狉］

犳（狋，狓），　犝２（θ，狉）＝ ｍｉｎ
（狋，狓）∈［θ，１－θ］×［σ狉，狉］

犳（狋，狓），　θ∈ ［０，１／２），

ｌｉｍ ｓｕｐ
狓→＋∞

ｍａｘ
狋∈犑

犳（狋，狓）

狓
＝珚犳∞，　　ｌｉｍｉｎｆ

狓→＋∞
ｍｉｎ
狋∈犑

犳（狋，狓）

狓
＝犳∞，

ｌｉｍｓｕｐ
狓→＋０

ｍａｘ
狋∈犑

犳（狋，狓）

狓
＝珚犳０，　　ｌｉｍｉｎｆ

狓→＋０
ｍｉｎ
狋∈犑

犳（狋，狓）

狓
＝犳０

烍

烌

烎
．

（Ｍ）

　　以下总令条件 Ｈ３）成立

Ｈ３）犃＝∫
１

０
ｄΛ（狋）≥０，且０≤犅＝∫

１

０

犫＋犪狋

ρ
ｄΛ（狋）＜１．

引理３　当θ∈［０，１／２），有

犌（狋，狊）≤犌（狊，狊），　　狋，狊∈ ［０，１］，

犌（狋，狊）≥σ犌（狊，狊），　　狋∈ ［θ，１－θ］｝． （２）

为应用引理１，定义属于犡的锥为

犓 ＝ ｛狓∈犡∶ ｍｉｎ
狓∈［θ，１－θ］

狓（狋）≤σ‖狓‖，λ［狓］≥０｝． （３）

　　定义以下２个算子犜，犛，对任意的狓∈犡，令

犜狓（狋）＝
犫＋犪狋

ρ
λ［狓］＋犉狓（狋）， （４）

犛狓（狋）＝
犫＋犪狋

ρ（１－犅）
λ［犉狓］＋犉狓（狋）， （５）

式（４），（５）中：犉狓（狋）＝∫
１
０犌（狋，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊．

　　引理４　设条件 Ｈ１）～Ｈ３）满足，则犜∶犓→犓．

证明　问题（Ｐ）有解当且仅当狓是算子方程狓＝犜狓的解，则当狓∈犓 时，有（犜狓）″（狋）＝－犺（狋）犳（狋，

狓（狋））≤０．所以犜狓是凸算子，且有犉狓（０）≥０，犉狓（１）≥０，所以犜狓（０）＝犉狓（０）＋
犫

ρ
λ［狓］≥０；犜狓（１）＝

犉狓（１）＋
犪＋犫

ρ
λ［狓］≥０．故而犜狓（狋）≥０，狋∈犑．

‖犜狓‖ ≤
犪＋犫

ρ
λ［狓］＋∫

１

０
犌（狊，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊．
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ｍｉｎ
狋∈［θ，１－θ］

犜狓（狋）≥σ［λ［狓］＋∫
１

０
犌（狊，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊］≥σ‖犜狓‖．

λ［狓］＝λ［狓］∫
１

０

犫＋犪狋

ρ
ｄΛ（狋）＋∫

１

０

（∫
１

０
犌（狋，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊）ｄΛ（狋）≥０．

所以犜∶犓→犓．

引理５　假设条件 Ｈ１）～Ｈ３）满足，则犜与犛在犓 中有相同的不动点．

证明　由犜狓（狋）＝
犫＋犪狋

ρ
λ［狓］＋犉狓（狋）得，若犜在犓 中有不动点，则有

狓（狋）＝
犫＋犪狋

ρ
λ［狓］＋犉狓（狋）．

两边同时积分得

∫
１

０
狓（狋）ｄΛ（狋）＝λ［狓］∫

１

０

犫＋犪狋

ρ
ｄΛ（狋）＋∫

１

０
犉狓（狋）ｄΛ（狋）．

所以λ［狓］＝λ［狓］犅＋λ［犉狓］．从而λ［狓］＝
λ［犉狓］

１－犅
，所以犜狓（狋）＝

犫＋犪狋

ρ（１－犅）
λ［犉狓］＋犉狓（狋）＝犛狓（狋）．

引理６　算子犜∶犓→犓 与犛∶犓→犓 都是全连续算子．

证明　容易证明算子犜是连续的．设Ω是犓 中的任意子集，可以证明集合｛犜狓｜狓∈Ω｝中的函数在

犑上一致有界且等度连续，从而由Ａｓｃｏｌｉ?Ａｒｚｅｌａ定理，得算子犜是全连续算子．同样方法可以证明犛也

是全连续算子．

３　主要结论

令犓狉＝｛狓∈犓，‖狓‖＜狉｝，珡犓狉＝｛狓∈犓，‖狓‖≤狉｝．

定理１　设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，并且存在不同正数狉，犚，θ∈［０，１／２），满足条件：Ａ１）犔犝１（犚）≤犚；

Ａ２）σ犝２（θ，狉）犕（θ）≥狉．则问题（Ｐ）至少存在一个正解狓
，满足狉≤‖狓‖≤犚或者犚≤‖狓‖≤狉．

证明　不妨设狉＜犚，由犜∶犓→犓，犛∶犓→犓，由引理６，易得犜和犛都是全连续算子．由引理５，犜

和犛有相同的不动点，所以只须证明算子有不动点即可．

令Ω２＝｛狓∈犡∶‖狓‖＜犚｝，对于狓∈Ω２∩犓，由式（２），（４）～（５）及引入的记号（Ｍ）有

‖犉（狓）‖ ≤∫
１

０
犌（狊，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≤φ（犚）∫

１

０
犌（狊，狊）犺（狊）ｄ狊≤犆φ（犚）．

λ［犉狓］＝∫
１

０
犉狓（狋）ｄΛ（狋）＝∫

１

０

（∫
１

０
犌（狋，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊）））ｄ狊ｄΛ（狋）＝

∫
１

０
犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊∫

１

０
犌（狋，狊）ｄΛ（狋）＝

∫
１

０
犵（狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≤犝１（犚）∫

１

０
犵（狊）犺（狊）ｄ狊≤犝１（犚）．

‖犛狓‖ ＝ｍａｘ
狋∈犑
犛狓（狋）≤

犪＋犫

ρ（１－犅）
λ［犉狓］＋‖犉狓‖ ≤

犪＋犫

ρ（１－犅）
犇犝１（犚）＋犆犝１（犚）≤犔犝１（犚）≤犚．

所以有 ‖犛（狓）‖ ≤ ‖狓‖，狓∈犓犚．

　　令Ω１＝｛狓∈犡∶‖狓‖＜狉｝，对于狓∈Ω１∩犓，由式（３），（５）～（７）及引入的记号（Ｍ）有

‖犉（狓）‖ ≥∫
１－θ

θ
犌（狋，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥

犝２（θ，狉）∫
１－θ

θ
犌（狋，狊）犺（狊）ｄ狊≥σ犝２（θ，狉）∫

１－θ

θ
犌（狊，狊）犺（狊）ｄ狊．

λ［犉狓］＝∫
１

０
犵（狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥

∫
１－θ

θ
犵（狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥犝２（θ，狉）∫

１－θ

θ
犵（狊）犺（狊）ｄ狊．
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‖犛狓‖ ≥犝２（θ，狉）∫
１－θ

θ

［σ犌（狊，狊）＋犵（狊）］犺（狊）ｄ狊＝犝２（θ，狉）犕（θ）≥狉．

所以有 ‖犛（狓）‖ ≥ ‖狓‖，狓∈犓狉．

　　根据引理１，得方程（Ｐ）至少存在一个正解狓，满足狉≤‖狓‖≤犚．

推论１　设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，并且θ∈［０，１／２），满足条件：Ａ１）犔珚犳∞＜１；Ａ２）犕（θ）犳０＞１．则问

题（Ｐ）至少存在一个正解．

证明　由条件Ａ１）有存在ε１＞０，使得犔（珚犳∞ ＋ε１）≤１．由珚犳∞的定义得，存在犚＞０，使得犝１（犚）≤

（珚犳∞＋ε１）犚，代入上式得定理１的条件Ａ１）成立．由于条件Ａ２）存在ε２＞０，使得犕（θ）（犳０－ε２）≥１．由

犳０ 的定义得存在０＜狉＜犚，使得犝２（θ，狉）（≤珚犳∞＋ε１）狉，代入上式得定理１的条件Ａ２）成立．由定理１得

方程（１）至少有一个正解狓，满足狉≤‖狓‖≤犚．

推论２　设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，并且θ∈［０，１／２），满足条件：Ａ１）犔珚犳０＜１；Ａ２）σ犕（θ）犳∞≥１．则问

题（Ｐ）至少存在一个正解．

证明　同推论１．

推论３　设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，并且以下两个条件之一成立．

Ａ１）犔珚犳∞且犳０＝∞；Ａ２）珚犳０＝０且犳∞＝∞．则问题（Ｐ）至少存在一个正解．

定理２　设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，并且存在正数狉１＜狉２＜…＜狉２狀＋１，θ∈［０，１／２），使得以下两个条件

之一满足：

Ａ１）犔犝１（狉２犻＋１）＜狉２犻＋１，犻＝０，１，２，…，狀，并且犝２（θ，狉２犻）犕（θ）≥狉２犻，犻＝１，２，…，狀；

Ａ２）犔犝１（狉２犻）＜狉２犻，犻＝０，１，２，…，狀，并且犝２（θ，狉２犻＋１）犕（θ）≥狉２犻＋１，犻＝０，１，２，…，狀．

则问题（Ｐ）至少有２狀个正解狓
犻 ，满足狉犻≤‖狓


‖≤狉犻＋１，犻＝１，２，…，狀．

证明　仅证明狀＝３的条件Ａ１）情况，其余情形类似．

由所给条件犃１）及定理１得方程（１）至少存在一个正解狓

１ ，满足狉１≤‖狓


１ ‖≤狉２．同时存在一个正

解狓２ ，满足狉２≤‖狓

１ ‖≤狉３．证毕．

定理３　设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，并且存在正数狉１＜狉２＜…＜狉２狀，θ∈［０，１／２），使得以下两个条件之

一满足：

Ａ１）犔犝１（狉２犻＋１）＜狉２犻＋１，犻＝０，１，２，…，狀－１并且犝２（θ，狉２犻犕（θ）≥狉２犻，犻＝１，２，…，狀；

Ａ２）犔犝１（狉２犻）＜狉２犻，犻＝１，２，…，狀并且犝２（θ，狉２犻＋１犕（θ）≥狉２犻＋１，犻＝０，１，２，…，狀－１．

则问题（Ｐ）至少有２狀－１个正解狓犻 ，满足狉犻≤‖狓

犻 ‖≤狉犻＋１，犻＝１，２，…，２狀－１．

推论４　设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，并且存在正数θ∈［０，１／２），犫＞０，使得以下２个条件满足：Ａ１）

犔珚犳∞＜１且犔珚犳０＜１；Ａ２）犝２（θ，犫）犕（θ）≥犫．则问题（Ｐ）至少有２个正解．

证明　由条件Ａ１）容易证明存在正数０＜狉＜犫＜犚，使得犔犝１（狉）＜狉与犔犝１（犚）＜犚同时成立，根

据定理２得问题（Ｐ）至少有两个正解．

４　例子

考察方程

狓″（狋）＋犳（狋，狓（狋））＝０，　狋∈ ［０，１］，

狓（０）＝０，　　狓（１）＝λ［狓］ ｝．
（６）

其中：λ［狓］＝－∫
１

０
狓（狊）ｃｏｓ２π狊ｄ狊，Λ（狋）＝－ｃｏｓ２π狋ｄ狋，犳（狋，狓）＝ （

２０

１＋狋
２
）（４＋ｓｉｎ２π狋）ｌｎ（１＋１６狓

２）．　

经计算，有

珚犳∞ ＝０，　　珚犳０ ＝０，　　犌（狋，狊）＝
狋（１－狊），　　０≤狋≤狊≤１，

（１－狋）狊，　　０≤狊≤狋≤１｛ ，

ρ＝１，　　σ＝θ，　　犃＝∫
１

０
ｄΛ（狋）＝０，　　犅＝∫

１

０
狋ｄΛ（狋）＝０，　　

犵（狊）＝
１

４π
２
［１－ｃｏｓ２π狊］≥０，　　犆＝

１

４
，　　犇＝

１

４π
２
，
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犔＝
π
２
＋１

４π
２
，　　犕（θ）＝

θ（１－２θ－２θ
２）

６
＋
１

４π
２
［１－２θ－

１

２π
（ｓｉｎ２π（１－θ）－ｓｉｎ２πθ）］，

犕（
１

４
）＝

１

２４
＋
１

４π
２
［０．５－

１

２π
（ｓｉｎ

３

２
π－ｓｉｎ

１

２
π）］＞０．０６２２，

犝２（
１

４
，狉）＝ ｍｉｎ

（狋，狓）∈［
１
４
，１
３
］×［
１
４
狉，狉］

犳（狋，狓）≥３０ｌｎ（１＋狉
２），　　犕（

１

４
）犝２（

１

４
，狉）＞１．８ｌｎ（１＋狉

２）．

　　取狉＝犲，则有犕（
１

４
）犝２（

１

４
，犲）＞１．８ｌｎ（１＋犲

２）＞３．６＞犲＝狉．

由推论４得方程（Ｐ）至少存在两个正解．

参考文献：

［１］　ＫＯＮＧＬｉｎｇ?ｊｕ．Ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｓｉｎｇｕｌａｒｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈｉｎｔｅｇｒａｌｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡ

ｎａｌｙｓｉｓ：ＴｈｅｏｒｙＭｅｔｈｏｄｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１０，７２（５）：２６２８?２６３８．

［２］　曹君艳，王全义．一类二阶微分方程两点边值问题的正解存在性［Ｊ］．华侨大学学报：自然科学版，２０１０，３１（１）：１１３?

１１７．

［３］　ＹＡＮＧＣｈｅｎ，ＺＨＡＩＣｈｅｎｇ?ｂｏ，ＹＡＮＪｕ?ｒａｎｇ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅ?ｐｏｉｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒｓｅｃ

ｏｎｄｏｒｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈａｎａｄｖａｎｃｅｄａｒｇｕｍｅｎｔ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ：ＴｈｅｏｒｙＭｅｔｈｏｄｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａ

ｔｉｏｎｓ，２００６，６５（１０）：２０１３?２０２３．

［４］　ＺＨＡＮＧＧｕｏ?ｗｅｉ，ＳＵＮＪｉｎｇ?ｘｉａｎ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ犿?ｐｏｉｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＭａｔｈＡｎａｌＡｐｐｌ，

２００４，２９１（２）：４０６?４１８．

［５］　ＺＨＡＩＣｈｅｎｇ?ｂｏ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｓｅｍｉ?ｐｏｓｉｔｏｎｅｔｈｒｅｅ?ｐｏｉｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａ

ｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃ，２００９，２２８（１）：２７９?２８６．

［６］　ＨＡＯＸｉ?ｎａｎ，ＬＩＵＬｉ?ｓｈａｎ，ＷＵＹｏｎｇ?ｈｏｎｇ．Ｏｎｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｎ犿?ｐｏｉｎｔｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｉｎｇｕｌａｒｂｏｕｎｄａｒｙ

ｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ：ＴｈｅｏｒｙＭｅｔｈｏｄｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１０，７３（８）：２５３２?２５４０．

［７］　ＪＩＡＮＧＪｉ?ｑｉａｎｇ，ＬＩＵＬｉ?ｓｈａｎ，ＷＵＹｏｎｇ?ｈｏｎｇ．Ｓｅｃｏｎｄ?ｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｉｎｇｕｌａｒＳｔｕｒｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈｉｎｔｅ

ｇｒａｌｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２００９，２１５（４）：１５７３?１５８２．

［８］　ＣＨＡＳＲＥＥＣＨＡＩＳ，ＴＡＲＩＢＯＯＮＪ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｅｃｏｎｄ?ｏｒｄｅｒｔｈｒｅｅｏｉｎｔｉｎｔｅｒｇｅｒａｌｂｏｕｎｄａｒｙ?ｖａｌ

ｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１１（１４）：１?１４．

犈狓犻狊狋犲狀犮犲犘狅狊犻狋犻狏犲犛狅犾狌狋犻狅狀狊狅犳犅狅狌狀犱犪狉狔犞犪犾狌犲犘狉狅犫犾犲犿狊

犳狅狉犛犲犮狅狀犱犗狉犱犲狉犇犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犈狇狌犪狋犻狅狀狊

狑犻狋犺犐狀狋犲犵狉犪犾犆狅狀犱犻狋犻狅狀狊

ＣＨＥＮＤｏｎｇ?ｘｉａｏ，ＣＨＥＮＹｉｎｇ?ｓｈｅｎｇ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕａｎｚｈｏｕ３６２０２１，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：　ＷｅｓｔｕｄｙｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒＳｔｒｕｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｓｅｃｏｎｄ?ｏｒｄｅｒｎｏｎ

ｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｂｙｃｏｎｖｅｒｔｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｔｏｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｉｎｔｅｇｒａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｕｓｉｎｇｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｙ

ｉｎｃｏｎｅｓａｎｄｓｏｍｅａｎａｌｙｓｉｓｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎｓｏｍｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｗｈｉｃｈｇｕａｒａｎｔｅｅｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｏｎｅａｎｄｍｕｌ

ｔｉｐｌｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ．ＴｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｃｏｎｔａｉｎＳｔｉｅｌｔｉｊｅｓｉｎｔｅｇｒａｌ，ａｎｄｔｈｅ

ｏｂｔａｉｎｅｄｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｎｅｗ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｃｏｎｅ；ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅ；ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｙ；Ｓｔｒｕｍ?Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅｉｎｔｅｇｒａｌ

（责任编辑：黄晓楠　　英文审校：黄心中）

０９５ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０１３年


