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算子矩阵法求高阶弱奇异积分微分方程数值解
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摘要：　利用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的定义和性质，给出Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式微分算子矩阵，得到任意阶弱奇异积分的

近似求积公式，并将原方程转换为代数方程．收敛性分析说明该方法是收敛的，数值算例验证了该方法的有效

性和理论分析的正确性．
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算子矩阵的最大优点在于将原方程转化为代数方程组的形式，进而便于计算机编程求解，大大简化

了求解方程的过程，且操作简单、精度高、实用性较强［１?３］．科学与工程领域许多问题都可以转化为积分

微分方程［４?６］，而积分微分方程的数值解一直是近些年来研究的重要课题．考虑如下形式Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄ

ｈｏｌｍ积分微分方程

∑
犿

犻＝０

犪犻（狋）狔
（犻）（狋）＋λ１∫

狋

０

（狋－狊）－α狔（狊）ｄ狊＋λ２∫
１

０
犽（狋，狊）狔（狊）ｄ狊＝犳（狋） （１）

满足初始条件狔
（犿－１）（０）＝狔犿－１，狔

（犿－２）（０）＝狔犿－２，…，狔（０）＝狔０．其中：犽（狋，狊），犳（狋），犪犻（狋）是已知的连续

函数；狔（狋）是未知函数且狔（狋）∈犔
２（［０，１］）；狔

（犻）（狋）表示狔（狋）的犻阶导数；λ１，λ２，α为常数，且０＜α＜１．对

于Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程，已经提出了很多种数值方法．如Ｋ．Ｍａｌｅｋｎｅｊａｄ
［７］利用Ｃａｔｔａｎｉ′ｓ

方法求一类线性Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程；Ｓ．Ｍ．Ｈｏｓｓｅｉｎｉ等
［８］应用Ｔａｕ方法分别讨论了一类Ｖｏｌｔｅｒ

ｒａ积分微分方程和Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程的数值解，并给出了误差分析．然而，有关高阶变系数且含

有任意阶弱奇异积分核的Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程数值解法的研究相对较少．基于此，本文给

出了Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式算子矩阵法．

１　犔犲犵犲狀犱狉犲多项式及其性质

区间上Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式可定义为下述递推关系
［９］，即

犔犻＋１（狕）＝
２犻＋１
犻＋１

狕犔犻（狕）－
犻

犻＋１
犔犻－１（狕），　　犻＝１，２，…． （２）

式（２）中：犔０（狕）＝１；犔１（狕）＝狕．

为了得到狓∈［０，１］上的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式，令狕＝２狓－１，则区间［０，１］上的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式为

犘犻＋１（狓）＝
（２犻＋１）（２狓－１）

（犻＋１）
犘犻（狓）－

犻
犻＋１

犘犻－１（狓），　　犻＝１，２，…． （３）

式（３）中：犘０（狓）＝１，犘１（狓）＝２狓－１．则犻阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式犘犻（狓）的解析形式为

犘犻（狓）＝∑
犻

犽＝０

（－１）
犻＋犽 （犻＋犽）！
（犻－犽）！

狓犽

（犽！）２
．
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　　对于任意犘犻（狓），犘犼（狓），有

∫
１

０
犘犻（狓）犘犼（狓）ｄ狓＝

１

２！＋１
，　　犻＝犼，

０，　　 　　犻≠犼

烅

烄

烆 ．

（４）

　　对于任意函数狔（狓）∈犔
２［０，１］，利用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式展开为无穷级数，有

狔（狓）＝∑
∞

犼＝０

犮犼犘犼（狓）． （５）

式（５）中：系数犮犼 ＝ （２犼＋１）∫
１

０
狔（狓）犘犼（狓）ｄ狓，犼＝１，２，…．实际应用中，通常取式（５）的前狀＋１项，即

狔（狓）∑
狀

犼＝０

犮犼犘犼（狓）＝犆
Ｔ
Φ（狓）． （６）

其中：犆＝［犮０，犮１，…，犮狀］
Ｔ；Φ（狓）＝［犘０（狓），犘１（狓），…，犘狀（狓）］

Ｔ．令Δ狀（狓）＝［１，狓，狓
２，…，狓狀］Ｔ，犃＝

（－１）０ ０ ０ … ０

（－１）１ （－１）２２！ ０ … ０

   … 

（－１）狀－１ （－１）狀
狀！

（狀－２）！（１！）２
（－１）狀＋１

（狀＋１）！
（狀－３）！（２！）２

… ０

（－１）狀 （－１）狀－１
（狀＋１）！

（狀－１）！（１！）２
（－１）狀＋２

（狀＋２）！
（狀－２）！（２！）２

… （－１）２狀
（２狀）！
（狀！）

熿

燀

燄

燅
２

，则有

Φ（狓）＝犃Δ狀（狓）． （７）

２　犔犲犵犲狀犱狉犲多项式微分算子矩阵

向量Φ（狓）的导数可以表示为

ｄΦ（狓）

ｄ狓
＝犇

（１）
Φ（狓）． （８）

式（８）中：犇
（１）是（狀＋１）×（狀＋１）的算子矩阵，有

犇
（１）
＝ （犱犻，犼）＝

２（２犼－１），　　犼＝犻－犽
犽＝１，３，…，犿，犿为奇数

犽＝１，３，…，犿－１，犿｛ 为偶数

０，　　　　 　 其他

烅

烄

烆 ．

　　例如，当狀为偶数时，有

犇
（１）
＝

０ ０ ０ ０ … ０ ０ ０

１ ０ ０ ０ … ０ ０ ０

０ ３ ０ ０ … ０ ０ ０

１ ０ ５ ０ … ０ ０ ０

    …   

１ ０ ５ ０ … ２狀－３ ０ ０

０ ３ ０ ７ … ０ ２狀－

熿

燀

燄

燅１ ０

，

由式（８）可以得到
ｄΦ（狓）

ｄ狋狀
＝（犇

（１））Φ（狓），狀∈犖．因此，有犇
（狀）＝（犇

（１））狀，狀＝１，２，…．

３　任意阶弱奇异积分的近似求积公式

设狔（狊）∈犔
２（［０，１］），考虑如下弱奇异积分

犐（狋）＝∫
狋

０

狔（狊）
（狋－狊）α

ｄ狊，　　０≤狋≤１，　０＜α＜１． （９）

结合式（６）和式（７），令狔（狊）∑
犿

犻＝０

犮犻犘犻（狓）＝犆
Ｔ
Φ（狊）＝犆

Ｔ犃Δ狀（狊），则有
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犐（狋）＝∫
狋

０

狔（狊）
（狋－狊）α

ｄ狊犆
Ｔ Φ（狊）
（狋－狊）α

ｄ狊＝犆
Ｔ犃Ψ（狋）． （１０）

式（１０）中：Ψ（狋）＝［ψ０（狋），ψ１（狋），…，ψ狀（狋）］
Ｔ，此时０≤狋≤１，ψ犽（狋）＝∫

狋

０

狊犽

（狋－狊）α
ｄ狊．当０≤狋≤１时，通过计

算容易得到

ψ犽（狋）＝
犽
１－α∫

狋

０
狋·

狊犽－１

（狋－狊）α
ｄ狊－

犽
１－α∫

狋

０

狊犽

（狋－狊）α
ｄ狊＝

犽
１－α

狋·ψ犽－１（狋）－
犽
１－αψ

犽（狋）． （１１）

所以有

ψ犽（狋）＝
犽狋

１－α＋犽ψ
犽－１， （１２）

进而可得

ψ犽（狋）＝
犽！狋犽

（１－α＋犽）（１－α＋犽－１）…（１－α＋１）ψ
０（狋）． （１３）

式（１３）中：ψ０（狋）＝∫
狋

０

１
（狋－狊）α

ｄ狊＝
狋１－α

１－α
．因此，有

ψ犽（狋）＝
犽！狋犽＋１－α

（犽－α）（犽－α－１）…（２－α）（１－α）
． （１４）

将式（１４）代入式（１０），可得

犐（狋）＝狋
１－α犆Ｔ犃犉Δ狀（狋） （１５）

其中：犉 ＝

１／（１?α） ０ ０ … ０

０ １！／（２?α）（１?α） ０ … ０

０ ０ ２！／（３?α）（２?α）（１?α） … ０

   … 

０ ０ ０ … 狀！／（狀＋１?α）（狀?α）…（１?α

熿

燀

燄

燅）

． 式

（１５）即为弱奇异积分的近似求积公式．

４　犔犲犵犲狀犱狉犲算子矩阵法求解高阶积分微分方程

考虑高阶变系数且带有弱奇异积分核的Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程式（１），由式（８）可令

狔（狋）犆
Ｔ
Φ（狋）＝犆

Ｔ犃Δ狀（狋）． （１６）

　　根据Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式微分算子矩阵，有

狔
（犻）（狋）犆

Ｔ
Φ
（犻）（狋）＝犆

Ｔ犇
（犻）
Φ（狋）＝犆

Ｔ犇
（犻）犃Δ狀（狋）． （１７）

同样，利用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式基展开犽（狋，狊），可得

犽（狋，狊）Φ
Ｔ（狋）犓Φ（狊）． （１８）

　　由于犽（狋，狊）为已知函数，故由离散式（１８）可求矩阵犓．利用式（４），可得

∫
１

０
犽（狋，狊）狔（狊）ｄ狊∫

１

０
Φ
Ｔ（狋）犓Φ（狊）·Φ

Ｔ（狊）犆ｄ狊＝Φ
Ｔ（狋）犓∫

１

０
Φ（狊）·Φ

Ｔ（狊）ｄ狊犆＝Φ
Ｔ（狋）犓犙犆．（１９）

其中：犙＝

１ ０ … １

０ １／３ … ０

  … 

０ ０ … １／（２狀＋１

熿

燀

燄

燅）

．式（１９）又可写为

∫
１

０
犽（狋，狊）狔（狊）ｄ狊犆

Ｔ
犙
Ｔ犓ＴΦ（狋）＝犆

Ｔ
犙
Ｔ犓Ｔ犃Δ狀（狋）． （２０）

此时将式（１５），（１７），（２０）代入式（１），可得

∑
犿

犻＝０

犪犻（狋）犆
Ｔ犇

（犻）犃Δ狀（狋）＋λ１狋
１－α犆Ｔ犃犉Δ狀（狋）＋λ２犆

Ｔ
犙
Ｔ犓Ｔ犃Δ狀（狋）＝犳（狋）． （２１）

　　当狋∈［０，１］时，以等距步长离散式（２１）可得

∑
犿

犻＝０

犪犻（狋犼）犆
Ｔ犇

（犻）犃Δ狀（狋犼）＋λ１狋犼
１－α犆Ｔ犃犉Δ狀（狋犼）＋λ２犆

Ｔ
犙
Ｔ犓Ｔ犃Δ狀（狋犼）＝犳（狋犼）． （２２）
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显然，当犼＝０，１，…，狀时，式（２２）可转化为代数方程组，进而求得犆．

５　收敛性分析

引理１
［１０］
　设狔

（犻）
狀 （狋）＝犆

Ｔ犇
（犻）
Φ（狋）为狔

（犻）（狋）（犻＝１，２，…，犿）的近似解，则任意ε＞０存在正整数犖犻

（犻＝１，２，…，犿），使得当狀＞犖犻时，对狋∈［０，１］，有‖狔
（犻）
狀 （狋）－狔

（犻）（狋）‖＜ε．

引理２
［１０］
　设狔

（犻）（狋）＝犆ＴΦ（狋）为狔（狋）的近似解，则任意ε＞０存在正整数犖犿＋１，使得当狀＞犖犿＋１

时，对狋∈［０，１］，有‖狔狀（狋）－狔（狋）‖＜ε．令犳狀（狋）＝∑
犿

犻＝０

犪犻（狋）狔
（犻）（狋）＋λ１∫

狋

０

（狋－狊）－α狔狀（狊）ｄ狊＋λ２∫
１

０
犽（狋，

狊）狔狀（狊）ｄ狊，则有如下定理．

定理１　如果狔
（犻）
狀 （狋），狔狀（狋）的定义同上，则任意ε＞０存在正整数犖，使得当狀＞犖 时，有‖狔狀（狋）－

狔（狋）‖＜ε．

证明　犪犻（狋）（犻＝０，１，２，…，犿）为［０，１］上连续函数，故存在正整数犕犻（犻＝０，１，２，…，犿），使得狋∈

［０，１］，有‖犪犻（狋）‖≤犕犻．同时存在正整数犕犿＋１，使得（狋，狊）∈［０，１］×［０，１］，有‖犽（狋，狊）‖≤犕犿＋１．取

犕＝ｍａｘ｛犕０，犕１，…，犕犿＋１｝，由引理１，２可得

‖犳狀（狋）－犳（狋）‖ ＝‖∑
犿

犻＝０

犪犻（狋）［狔
（犻）
狀 （狋）－狔

（犻）（狋）］＋

λ１∫
狋

０

狔狀（狊）－狔（狊）

（狋－狊）α
ｄ狊＋λ２∫

１

０
犽（狋，狊）［狔狀（狊）－狔（狊）］ｄ狊‖ ≤

犿犕ε＋
λ１
１－α

ε＋λ２犕ε＝ （犿犕 ＋
λ１
１－α

＋λ２犕）ε．

因此取犖＝ｍａｘ｛犕，犖１，犖２，…，犖犿＋１｝，当狀＞犖 时，由ε任意性可知‖犳狀（狋）－犳（狋）‖＜ε，定理证毕．

６　数值算例

考虑Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程

狋２狔″（狋）＋狋狔′（狋）＋狔（狋）＋∫
狋

０

（狋－狊）－
１／２
狔（狊）ｄ狊＋∫

狋

０

（狋－狊）狔（狊）ｄ狊＝犳（狋）．

其中：犳（狋）＝６５狋
８＋５０狋７＋

１７狋
７２
＋
１９

９０
＋
槡πΓ（９）

Γ（１９／２）
狋１７

／２＋
槡πΓ（８）

Γ（１７／２）
狋１５

／２，精确解为狔（狋）＝狋
８＋狋７．狀分别为４，５，

６，７时，可得数值解与精确解的绝对误差如表１所示．由表１可知：数值解与精确解的绝对误差较小，说

明文中所提方法实用性强．

表１　数值解与精确解的绝对误差

Ｔａｂ．１　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ

狋 狀＝４ 狀＝５ 狀＝６ 狀＝７

０ ２．５２８７４１×１０－３ ５．１８７５５２×１０－５ ３．１１７４３６×１０－７ ５．１２５７４１×１０－１１

０．１ ２．９１２８６２×１０－３ ５．７１５７４５×１０－５ ３．４８４６８２×１０－７ ７．３７６８２３×１０－１１

０．２ ３．４３８７６０×１０－３ ６．２７４３８０×１０－５ ４．５２１１６３×１０－７ ７．８１２７５６×１０－１１

０．３ ３．８５８７１９×１０－３ ６．９１８５３３×１０－５ ５．１２８７４２×１０－７ ８．１６５１８１×１０－１１

０．４ ４．１１６５５７×１０－３ ７．４８７２１０×１０－５ ５．９５１９３４×１０－７ ９．３４５７２３×１０－１１

０．５ ４．７６３９４３×１０－３ ８．０１７８５２×１０－５ ６．４１５２８１×１０－７ ３．３２４８７５×１０－１０

０．６ ５．２７８６５１×１０－３ ９．６１４５０２×１０－５ ７．０１８７６５×１０－７ ３．９１２７６５×１０－１０

０．７ ５．９１６５１９×１０－３ １．８３０７５２×１０－４ ７．９６１８７２×１０－７ ４．７２３６８９×１０－１０

０．８ ６．３２６２８７×１０－３ ２．６７１５３８×１０－４ ９．１２７５９７×１０－７ ５．２１６５１０×１０－１０

０．９ ６．８５４６４５×１０－３ ３．１１２３５７×１０－４ １．５１６８４３×１０－６ ５．９１２６１５×１０－１０

７　结束语

结合Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的微分算子矩阵及其性质，对高阶变系数且带有弱奇异积分核 Ｖｏｌｔｅｒｒａ?
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Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程进行数值求解．将原积分微分方程转化为线性代数方程，从而更容易编程求解．

收敛性分析在理论上说明了文中所提方法是收敛的．数值算例进一步表明，该方法所得数值解精度高，

是一种有效的算法．
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