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半无界条状区域四阶方程的

犔犪犵狌犲狉狉犲?犔犲犵犲狀犱狉犲混合谱逼近

李敏，庄清渠

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　对二维半无界条状区域上的四阶偏微分方程，用不带权函数的Ｌａｇｕｅｒｒｅ?Ｌｅｇｅｎｄｒｅ混合谱方法进行逼

近．通过构造满足微分方程边界条件的基函数，由离散变分公式可以得到具有稀疏系数矩阵的代数系统，从而

有效地进行求解．对该方法进行严格的收敛性分析，数值结果验证了方法的收敛性和有效性．
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科学和工程中的许多问题都是建立在无界区域上的．对该类问题，传统的数值模拟方式是对区域进

行截断，再添加适当的人工边界条件，从而把问题转化为有界区域边值问题进行求解．但这样一来，人工

边界设置的准确性将严重影响数值解结果的正确性．为了解决这个弊端，科研工作者发展了各种直接在

无界区域上对问题进行逼近求解的谱方法．对于一维半无界区域问题，常用Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式／函数法进

行求解［１?４］，或者采用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ?Ｌａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法进行求解
［５?９］．对二维半无界条状区域问题，文献

［１０?１３］等研究了带权函数的Ｌａｇｕｅｒｒｅ?Ｌｅｇｅｎｄｒｅ混合谱和拟谱逼近．由于权函数的出现，整个问题的误

差分析也变得比较复杂．本文研究二维半无界条状区域上四阶方程的Ｌａｇｕｅｒｒｅ?Ｌｅｇｅｎｄｒｅ混合谱逼近．

１　犔犪犵狌犲狉狉犲?犔犲犵犲狀犱狉犲混合谱逼近

记犚＋＝（０，＋∞），犐＝（－１，１），Ω＝犚
＋×犐，Γ＝Ω．考虑四阶方程

α狌－βΔ狌＋Δ
２狌＝犳，　　（狓，狔）∈Ω，

狌狘Ω ＝
狌

狀
狘Ω ＝０，

ｌｉｍ
狓→∞
狌（狓，狔）＝ｌｉｍ

狓→∞

狌

狓
（狓，狔）＝０

烍

烌

烎
．

（１）

该问题的弱形式，即找狌（狓，狔）∈犎
２
０（Ω），使得

犪（狌，狏）≡α（狌，狏）＋β（狌，狏）＋（Δ狌，Δ狏）＝ （犳，狏），　　狏（狓，狔）∈犎
２
０（Ω）． （２）

其中：（狌，狏）＝∫Ω
狌狏ｄ狓表示空间犔２（Ω）中的内积．

令犔犻（狓）和犔犼（狔）分别表示阶数为犻和犼的Ｌａｇｕｅｒｒｅ和Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式，并且定义犻阶Ｌａｇｕｅｒｒｅ

函数为犔^犻（狓）＝ｅｘｐ（－狓／２）犔犻（狓）．

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的基本性质
［１４］为

犔犻（±１）＝ （±１）
犻，　　犔′犻（±１）＝

１

２
（±１）

犻－１犻（犻＋１），

（２犻＋１）犔犻（狓）＝犔′犻＋１（狓）－犔′犻－１（狓），　　犻≥１，
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∫
１

－１
犔犻（狓）犔犼（狓）＝

２

２犻＋１
，　　犼＝犻，

　０，　　　犼≠犻

烅

烄

烆 ．

　　Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数的基本性质
［２］为

犔^ｉ（０）＝１，　　狓^犔犻（狓）＝－
１

２
犔^犻（狓）＋ｅｘｐ（－狓／２）狓^犔犻（狓）＝－∑

犻－１

犽＝０

犔^犽（狓）－
１

２
犔^犻（狓），

ｌｉｍ
狓→∞
犔^犻（狓）＝０，　　∫

∞

０
犔^犻（狓）^犔犼（狓）ｄ狓＝

１，　　犼＝犻，

０，　　犼≠犻｛ ．

定义空间Ｐ^Ｍ，Ｎ（Ω）为

犘^犕，犖（Ω）∶＝ｓｐａｎ｛^犔犻（狓）犔犼（狔），犻＝０，１，…，犕；犼＝０，１，…，犖｝．

用犖表示离散参数对（犕，犖），并且记

犞０犖 ＝犘^犕，犖（Ω）∩犎
２
０（Ω）．

那么问题（１）的Ｌａｇｕｅｒｒｅ?Ｌｅｇｅｎｄｒｅ混合谱逼近形式，即找狌犖∈犞
０
犖，使得

犪（狌犖，狏犖）＝ （犳，狏犖），　　狏犖 ∈犞
０
犖． （３）

　　下面详细介绍问题（３）的Ｌａｇｕｅｒｒｅ?Ｌｅｇｅｎｄｒｅ混合谱逼近的具体计算实施细节．

首先定义 Ψ^犻（狓），Ψ犼（狔）为

Ψ^犻（狓）＝犔^犻（狓）－２^犔犻＋１（狓）^犔犻＋２（狓），

Ψ犼（狔）＝犮犼（犔犼（狔）＋β犼（犼＋２（狔）＋γ犼犔犼＋４（狔））．

其中：β犼＝－
２（２犼＋５）

２犼＋７
，γ犼＝

２犼＋３
２犼＋７

，犮犼＝
１

２（２犼＋３）
２（２犼＋５槡 ）

．则由Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式和Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数的

基本性质知

Ψ^犻（０）＝ Ψ^′犻（０）＝ｌｉｍ
狓→∞
Ψ^犻（狓）＝ｌｉｍ

狓→∞
Ψ^′犻（狓）＝０，　　Ψ犼（±１）＝ Ψ^′犻（±１）＝０．

因此，犞０犖 可以表示为

犞０犖 ＝ｓｐａｎ｛^Ψ犻（狓）^Ψ犼（狔），犻＝０，１，…，犕－２；犼＝０，１，…，犖－４｝．

　　其次，记

狌犖 ＝∑
犕－２

犻＝０
∑
犕－４

犼＝０

狌^犻，犼^Ψ犻（狓）^Ψ犼（狔），　　犝 ＝ （^狌犻，犼）犻＝０，１，…，犕－２；犼＝０，１，…，犖－４；

犳犻，犼 ＝（犳，^Ψ犻（狓）^Ψ犼（狔）），　　犉＝ （犳犻，犼）犻＝０，１，…，犕－２；犼＝０，１，…，犖－４；

犃^犻，犼 ＝（^Ψ犼（狓），^Ψ犻（狓）），　　^犃＝ （^犃犻，犼）０≤犻，犼≤犕－２；

犃犻，犼 ＝（Ψ犼（狔），Ψ犻（狔）），　　犃＝ （犃犻，犼）０≤犻，犼≤犖－４；

犅^犻，犼 ＝（^Ψ′犼（狓），^Ψ′犻（狓）），　　^犅＝ （^犅犻，犼）０≤犻，犼≤犕－２；

犅犻，犼 ＝（Ψ′犼（狔），Ψ′犻（狔）），　　犅＝ （犅犻，犼）０≤犻，犼≤犖－４；

犆^犻，犼 ＝（^Ψ″犼（狓），^Ψ″犻（狓）），　　^犆＝ （^犆犻，犼）０≤犻，犼≤犕－２；

犆犻，犼 ＝（Ψ″犼（狔），Ψ″犻（狔）），　　犆＝ （犆犻，犼）０≤犻，犼≤犖－４．

则问题（３）所对应的线性系统可以表示为

α^犃犝犃＋β（^犅犝犃＋犃^犝犅）＋犆^犝犃＋犃^犝犆＋２^犅犝犅＝犉． （４）

　　利用Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数和Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的性质可得

Ψ^′犻（狓）＝
１

２
犔^′犻（狓）－

１

２
犔^′犻＋２（狓），

Ψ^″犻（狓）＝
１

４
犔^′犻（狓）＋

１

２
犔^′犻＋２（狓）＋

１

４
犔^′犻＋２（狓），

Ψ^′犼（狓）＝犮犼α犼（犔犼＋３（狓）－犔犼＋１（狓）），

Ψ^″犼（狓）＝犮犼α犼α犼＋１犔犼＋２（狓）．

其中：α犼＝２犼＋３．若记λ犻＝（犔犻（狓），犔犻（狓）），则由Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的正交性可知
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（Ψ犼（狓），Ψ狇（狓））＝

犮犼犮犼＋４γ犼λ犼＋４，

犮犼犮犼＋２（β犼λ犼＋２＋β犼＋２γ犼λ犼＋４），

犮２犼（λ犼＋β
２
犼λ犼＋２＋γ

２
犼λ犼＋４），

犮犼犮犼－２（β犼－２λ犼＋β犼γ犼－２λ犼＋２），

犮犼犮犼－４γ犼－４λ
２
犼，

０

烅

烄

烆 ，

　　

狇＝犼＋４，

狇＝犼＋２，

狇＝犼，

狇＝犼－２，

狇＝犼－４，

其他；

（Ψ′犼（狓），Ψ′狇（狓））＝

－犮犼犮犼＋２α犼α犼＋２λ犼＋３，

犮２犼α
２
犼（λ犼＋１＋λ犼＋３），

－犮犼犮犼－２α犼α犼－２λ犼＋１，

０

烅

烄

烆 ，

　　

狇＝犼＋２，

狇＝犼，

狇＝犼－２，

其他；

（Ψ″犼（狓），Ψ″狇（狓））＝
犮２犼α

２
犼α
２
犼＋２λ犼＋２，

０｛， 　　
狇＝犼，

其他．

另一方面，由Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数的正交性知

（^Ψ犻（狓），^Ψ狆（狓））＝

　１，

－４，

　６，

－４，

　１，

　０

烅

烄

烆 ，

　　

狆＝犻＋２，

狆＝犻＋１，

狆＝犻，

狆＝犻－１，

狆＝犻－２，

其他；

　　（^Ψ′犻（狓），^Ψ′狆（狓））＝

－１／４，

１／２，

－１／４，

　０

烅

烄

烆 ，

　　

狆＝犻＋２，

狆＝犻，

狆＝犻－２，

其他；

（^Ψ″犻（狓），^Ψ″狆（狓））＝

１／１６，

１／４，

３／８，

１／４，

１／１６，

　０

烅

烄

烆 ，

　　

狆＝犻＋２，

狆＝犻＋１，

狆＝犻，

狆＝犻－１，

狆＝犻－２，

其他．

由此可知：矩阵犃，^犃，犅，^犅，犆，^犆都是稀疏的矩阵，因而线性系统（４）可以有效地用共轭梯度法进行求解．

２　误差估计

首先记

狑狉（狓）＝狓
狉ｅｘｐ（－狓），　　^狑狉（狓）＝狓

狉，　　
＾

狓 ＝狓＋１／２．

　　对犿≥２，定义空间

犅^犿（犚＋）∶＝ ｛狏狘
＾
犽
狓狏∈犔

２
狑犽
（犚＋），０≤犽≤犿｝．

该空间的全范数和半范数定义为

‖狏‖犅^犿 ＝ （∑
犿

犽＝０

‖
＾
犽
狓狏‖

２
狑^犽
）１／２，　　狘狏狘^犅犿 ＝ ‖

＾
犿
狓狏‖狑^犿

．

　　此外，定义

犅^犿（犚
＋）∶＝ ｛狏狘

＾
２
狓狏∈犅^

犿－２（犚＋）｝．

相应的全范数和半范数定义为

‖狏‖犅^犿

＝ ‖

＾
２
狓狏‖犅^犿－２，　　狘狏狘^犅

犿

＝狘

＾
２
狓狏狘^犅犿－２．

记

犘^２
，０
犕 （犚

＋）＝犘^犕（犚
＋）∩犎

２
０（犚

＋），　　^犘
２，０
犖 （犐）＝犘犖（犐）∩犎

２
０（犐）．

　　定义以下几个投影算子

犎２０（犚
＋）?正交投影算子π^

２，０
犕，狓∶犎

２
０（犚

＋）→犘^
２，０
犕 （犚

＋），对于狏∈犎
２
０（犚

＋），关系式（
２
狓（狏－^π

２，０
犕，狓狏），
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
２
狓）犚＋ ＝０，∈^犘

２，０
犕 （犚

＋）成立．

犎２０（犐）?正交投影算子π
２，０
犖，狔∶犎

２
０（犐）→犘

２，０
犖 （犐），对于狏∈犎

２
０（犐），关系式（

２
狔（狏－π

２，０
犖，狔狏），

２
狔）犐＝０，

∈犘
２，０
犖 （犐）成立．

犎２０（Ω）?正交投影算子π
２，０
犖 ∶犎

２
０（Ω）→狏

０
犖，对于狏∈犎

２
０（Ω），关系式（Δ（狏－π

２，０
犖狏），Δ）Ω＝０，∈

犞０犖 成立．

引理１
［１４］
　 若狏∈犎

２
０（犐）∩犎

狉（犐），狉≥２，则

‖狏－π
２，０
犖，狔狏‖狊犖

狊－狉
‖狏‖狉，　　狊＝０，１，２．

　　引理２　若狏∈犎
２
０（犚

＋）∩^犅
犿
（犚

＋），犿≥２，则

‖狏－^π
２，０
犕，狓狏‖２ 犕

１－犿／２
‖
＾
犿
狓狏‖狑^犿－２

．

　　证明　对任意的狏∈犎
２
０（犚

＋）∩^犅
犿（犚＋），令

Ψ犕（狓）＝ｅｘｐ（－狓／２）∫
狓

０∫
狕

０
π
（狓）
犕－２

２
狔（狏（狔）ｅｘｐ（狔／２））ｄ狔ｄ狕，

则可以验证Ψ犕 ∈^犘犕（犚
＋）．

另一方面

狏（狓）＝ｅｘｐ（－狓／２）∫
狓

０∫
狕

０

２
狔（狏（狔）ｅｘｐ（狔／２））ｄ狔ｄ狕．

　　由文献［１］的引理２以及文献［１５］的定理３．１，可得

‖狏－^π
２，０
犕，狓狏‖

２
２ ≤‖狏－Ψ‖

２
２ 狘ｅｘｐ（狓／２）（狏－Ψ）狘

２
２，狑

０
＝

‖
２
狓（ｅｘｐ（狓／２）狏）－π

（狓）
犕－２

２
狓（ｅｘｐ（狓／２）狏）‖

２
２，狑

０ 

犕２－犿‖
犿
狓（ｅｘｐ（狓／２）狏）‖

２
２，狑犿－２ ＝犕

２－犿
‖
＾
犿
狓狏‖

２
２，^狑犿－２

．

由此即可得引理结论．

为了表达误差估计式，引入如下记号

犢犿
；狀

Ω （狌）＝ ‖狌‖０；狀＋‖
＾
２
狓狌‖０；狀－２＋‖

２
狔
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０＋‖
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０，

其 中： ‖ 狌 ‖
２
０；狀 ＝∫犚

＋
‖狌‖

２
狀，犐ｄ狓；‖

２
狔
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０ ＝∫犐‖
＾
犿
狓（

２
狔狌）‖狑^犿－２

ｄ狔；‖
＾
２
狓狌‖

２
０；狀－２ ＝

∫犚
＋
‖
＾
２
狓狌‖

２
狀；犐ｄ狓；‖

＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０ ＝∫犐‖
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

ｄ狔．

定理１　设犿，狀≥２．若狌∈犎
２
０（Ω）且犢

犿；狀
Ω （狌）是有限的．狌和狌犖 分别是式（１）和式（３）的解，则

‖狌－狌犖‖２，Ω  （犖
２－狀
＋犕

１－犿／２）犢犿
；狀

Ω （狌）． （５）

　　证明　对任意的狌犖∈Ｖ
０
犖，有

‖狌－狌犖‖
２
２，Ω ‖狌－π

２，０
犖狌‖

２
２，Ω  ‖狌－狌犖‖

２
２，Ω 

‖
２
狓（狌－狏犖）‖

２
２，Ω＋‖

２
狔（狌－狏犖）‖

２
２，Ω．

选取狏犖＝^π
２，０
犕，狓π

２，０
犖，狔狌．利用引理１及引理２可得

‖

２

狓
２
（狌－狏犖）‖０，Ω ≤‖


２

狓
２
（狌－^π

２，０
犕，狓狌）‖０，Ω＋‖


２

狓
２
［^π
２，０
犕，狓（狌－π

２，０
犖，狔狌）］‖０，Ω 

‖狌－^π
２，０
犕，狓狌‖２；０＋犖

２－狀
‖

２

狓
２
［^π
２，０
犕，狓狌］‖０；狀－２ 

犕１－犿
／２
‖
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０＋犖
２－狀
‖

２

狓
２
［（^π

２，０
犕，狓狌－狌）］‖０；狀－２＋犖

２－狀
‖

２
狓狌‖０；狀－２ 

犕１－犿
／２
‖
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０＋犖
２－狀
‖
＾
２
狓狌‖０；狀－２＋犖

２－狀
‖

２
狓狌‖０；狀－２ 

犕１－犿
／２
‖
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０＋犖
２－狀
‖
＾
２
狓狌‖０；狀－２；

‖

２

狔
２
（狌－狏犖）‖０，Ω ≤‖


２

狔狓
２
（狌－^π

２，０
犖，狔狌）‖０，Ω＋‖


２

狔
２
［π
２，０
犖，狔（狌－^π

２，０
犕，狓狌）］‖０，Ω 

‖狌－π
２，０
犖，狔狌‖２；０＋‖

２
狔（狌－^π

２，０
犕，狓狌）‖０；Ω 
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犖２－狀‖狌‖０；狀－２犕
１－犿／２

‖
２
狔
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０．

联立上述３个式子即可得

‖

２

狓
２
（狌－狏犖）‖０，Ω 犕

１－犿／２
‖
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０＋犖
２－狀
‖
＾
２
狓狌‖０；狀－２＋犕

１－犿／２
‖

２
狔
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０＋

犖２－狀‖
＾
２
狓狌‖０；狀－２ ≤犖

２－狀（‖
＾
２
狓狌‖０；狀－２＋‖

２
狔狌‖０；狀－２）＋

犕１－犿
／２（‖

＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０＋‖
２
狔
＾
犿
狓狌‖狑^犿－２

；０） （犖
２－狀
＋犕

１－犿／２）犢犿
；狀

Ω （狌）．

３　数值结果

在问题（１）中取定α＝β＝１，同时取问题的精确解为狌（狓，狔）＝ｅｘｐ（－狓）ｓｉｎ
２狓·ｓｉｎ２（π狔）．

首先，固定犕＝１２８，以使Ｌａｇｕｅｒｒｅ方向产生的误差对Ｌｅｇｅｎｄｒｅ方向计算误差的影响可以忽略不

计；然后，让犖 从８变化到２４．图１（ａ）给出的是相应计算结果．由图１（ａ）可见：误差的各种范数关于犖

都呈现指数衰减．

其次固定犖＝３２，以使Ｌｅｇｅｎｄｒｅ方向产生的误差对Ｌａｇｕｅｒｒｅ方向计算误差的影响可以忽略不计；

然后，让犕 从８变化到１２８．图１（ｂ）给出的是相应计算结果．由图１（ｂ）同样可见：误差的各种范数关于

犕 都呈指数衰减．

（ａ）犕＝１２８ （ｂ）犖＝３２

图１　误差随犕 和犖 的变化情况

Ｆｉｇ．１　Ｅｒｒｏｒｓａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ犕ａｎｄ犖

图２　数值解

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

　　计算中固定 犕＝１２８，犖＝６４，同时取问题的精

确解为狌（狓，狔）＝ｅｘｐ（－狓）ｓｉｎ
２（２狓）·ｓｉｎ２（２π狔）．图

２是计算的数值解在［０，８］×［－１，１］上的图形．由图

２的光滑性可见：混合谱逼近对震荡不是太大的数值

解的逼近效果是可行的．

４　结束语

对二维半无界条状区域上四阶方程的Ｌａｇｕｅｒｒｅ?

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ混合谱方法作了研究，得到了具有稀疏系

数矩阵的线性系统．数值结果验证了混合谱方法的指

数收敛性与可行性，为日后工程实际问题的解决奠定

基础．
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犕犻狓犲犱犔犪犵狌犲狉狉犲?犔犲犵犲狀犱狉犲犛狆犲犮狋狉犪犾犃狆狆狉狅狓犻犿犪狋犻狅狀狅犳

狋犺犲犉狅狌狉狋犺?犗狉犱犲狉犈狇狌犪狋犻狅狀狊犻狀犪犛犲犿犻?犐狀犳犻狀犻狋犲犆犺犪狀狀犲犾

ＬＩＭｉｎ，ＺＨＵＡＮＧＱｉｎｇ?ｑｕ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕａｎｚｈｏｕ３６２０２１，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：　ＭｉｘｅｄＬａｇｕｅｒｒｅ?Ｌｅｇｅｎｄｒｅｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｏｕｔｗｅｉｇｈｔｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｆｏｕｒｔｈ?ｏｒｄｅｒｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓｉｎａｓｅｍｉ?ｉｎｆｉｎｉｔｅｃｈａｎｎｅｌ．Ｂｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｃｏｅｆｆｉ

ｃｉｅｎｔｍａｔｒｉｘｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｉｓｓｐａｒｓｅ，ａｎｄｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｃａｎｂｅｓｏｌｖｅｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ．Ｒｉｇｏｒｏｕｓａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄｉｓｃａｒｒｉｅｄｏｕｔ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓａｒｅｇｉｖｅｎｔｏｃｏｎｆｉｒｍｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

ｏｆｔｈｅｍｅｔｈｏｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｆｏｕｒｔｈ?ｏｒｄｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ；ｓｅｍｉ?ｉｎｆｉｎｉｔｅｃｈａｎｎｅｌ；ｍｉｘｅｄＬａｇｕｅｒｒｅ?Ｌｅｇｅｎｄｒｅｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄ；ｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎ；

ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
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