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位移最小化的抗风柱的拓扑优化设计

李霞，周克民

（华侨大学 土木工程学院，福建 厦门３６１０２１）

摘要：　通过对抗风柱的分析，得出抗风柱的拓扑优化模型．分析抗风柱在不同长细比时的处理方法，即在抗

风柱的长细比较大的时候可以采取将柱分段，将每段划分有限元网格，进行有限元分析．每一段的处理方法和

最终结果是相同的．优化基结构采用各向异性类桁架连续体材料模型，以材料在结点位置的密度和主方向为

设计变量，结点在指定方向的位移为目标函数．采用优化准则法，借助有限元分析，优化材料分布场形成类桁

架连续体，得到抗风柱的优化结果．
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结构拓扑优化的目的是寻找最优传力路径，其主要有均匀化法［１］、进化结构方法［２］、渐进结构优化

设计（ＥＳＯ）法
［３］和独立连续映射（ＩＣＭ）法

［４］等．这些方法普遍以各向同性材料为基结构，因此限制了寻

优路径，并且产生各种数值不稳定问题［５?７］．Ｍｉｃｈｅｌｌ
［８］理论揭示了拓扑优化结构的类桁架性质，基于类

桁架材料的拓扑优化方法具有更大的寻优空间，更可能找到接近理论解的最优解．类桁架材料具有难以

制造的问题，可以通过离散化方法克服．类桁架材料模型采用满应力准则方法成功地处理了应力约束问

题，具有很高的计算效率［９?１０］．但是处理位移约束体积最小（或体积约束位移最小）问题则需要研究新的

准则和方法．考虑到抗风柱与山墙连接的理想方式是柱与墙体整体连接，这种连接方式抗风柱承受均布

荷载，但是施工不易且造价提高．工程上常采用抗风柱与墙体多点连接，连接点的个数以满足工程计算

和需要为准，这种连接方式抗风柱承受集中力作用［１１?１２］．抗风柱的上下固定限制水平位移和竖向位

移［１３］．按照抗风柱所承受荷载方式的不同，分别给出优化结果和解释．本文通过研究体积约束位移最小

问题解决山墙抗风柱的拓扑优化问题．

１　力学模型的建立

１．１　类桁架材料的弹性矩阵

在抗风柱的纵向对称受力面的两个方向布置材料，且允许材料连续变化可实现设计目标在理论上

的最优［７］．考虑到各向异性材料难以制造，采取先优化材料的分布场，然后再布置各向同性材料
［１４］．假

设类桁架材料在域内连续非均匀分布，材料的密度和主方向连续变化．仍采用线弹性材料假设，弹性模

量为犈．假设任一点材料在主方向的密度为狋，则材料在该主方向的应力σ和应变ε关系为σ＝狋犈ε．

在类桁架连续体中的任一点，同一方向的相邻杆件之间没有相互联系，所以这里取泊松比为零．剪

切刚度本来也应假设为零，但是，剪切刚度为零会导致结构不稳定，刚度矩阵奇异．为了避免这个问题，

将切应力τ和切应变γ之间的关系假设为

τ＝ （１－犚Ｇ）狋犈γ／４，　　０≤犚Ｇ ＜１． （１）

式（１）中：犚Ｇ 为剪切模量系数，在迭代过程中逐渐从０趋近于１，最终剪切刚度趋于消失，从而模拟了类
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桁架材料的性质．

当材料仅沿一个方向分布时，该方向称为材料主轴．如果材料主轴方向的材料密度为单位１，在材

料主轴下的弹性矩阵可以表示为

犇（１，０）＝犈·ｄｉａｇ［１　０　（１－犚Ｇ）／４］． （２）

　　如果材料主轴与结构坐标轴的夹角为α，则在结构坐标系下的弹性矩阵可以表示为

犇（１，α）＝犜
Ｔ（α）犇（１，０）犜（α）＝犈∑

６

狉＝１

犵狉（α）犃狉． （３）

式（３）中：犜（α）是坐标变换矩阵，表示为

犜（α）＝
１

２

１＋ｃｏｓ２α １－ｃｏｓ２α ２ｓｉｎ２α

１－ｃｏｓ２α １＋ｃｏｓ２α －２ｓｉｎ２α

－ｓｉｎ２α ｓｉｎ２α ２ｃｏｓ２

熿

燀

燄

燅α

． （４）

犵狉（α）为函数矩阵表示为

犵狉（α）＝ ［犚Ｇｃｏｓ４α　犚Ｇｓｉｎ４α　ｃｏｓ２α　ｓｉｎ２α　犚Ｇ　１］ （５）

的分量，犃狉为常数矩阵，有

犃１ ＝
１

８

　１ －１ 　０

－１ 　１ 　０

　０ 　０ －

熿

燀

燄

燅１

，　　犃２ ＝
１

８

０ 　０ 　１

０ 　０ －１

１ －１ 　

熿

燀

燄

燅０

，

犃３ ＝
１

２
ｄｉａｇ［１　－１　０］，　　犃４ ＝

１

４

０ ０ １

０ ０ １

熿

燀

燄

燅１ １ ０

，

犃５ ＝
１

８

－１ 　１ 　０

　１ －１ 　０

　０ 　０ －

熿

燀

燄

燅１

，　　犃６ ＝
１

２
ｄｉａｇ［１　１　

１

２
］

烍

烌

烎

．

（６）

　　在结点犼位置的２个材料主轴方向，材料密度和材料主轴方向角度分别为狋犫，犼和α犫，犼（犫＝１，２），则其

弹性矩阵可以表示为

犇犼 ＝犇（狋犫，犼，α犫，犼）＝∑
２

犫＝１

狋犫，犼犇（１，α犫，犼）＝犈∑
２

犫＝１

狋犫，犼∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）犃狉． （７）

　　单元内材料可以连续变化，单元犲内任意点的弹性矩阵可以由结点位置的弹性矩阵通过形函数插

值近似表示，即

犇犲（ξ，η）＝∑
犼∈犛犲

犖犼（ξ，η）犇犼 ＝犈∑
犼∈犛犲

犖犼（ξ，η）∑
２

犫＝１

狋犫，犼∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）犃狉． （８）

式（８）中：犖犼（ξ，η）是结点犼的形函数；犛犲是单元犲的所有结点集合．因为α１，犼和α２，犼之间是独立的，杆件

一般不是正交的．

１．２　刚度矩阵及其导数

将式（８）代入单元刚度矩阵的定义犽犲＝∫犞犲犅
Ｔ犇犲犅ｄ犞，得

犽犲 ＝犈∑
犼∈犛犲

∑
２

犫＝１

狋犫，犼∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）∫犞犲犖犼犅
Ｔ犃狉犅ｄ犞 ＝∑

犼∈犛犲

∑
２

犫＝１

狋犫，犼∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）犎犲，犼，狉． （９）

式（９）中：犅是几何矩阵；犎犲，犼，狉＝犈∫犞犲犖犼犅
Ｔ犃狉犅ｄ犞 是与材料分布无关，只与单元形状有关的常数矩阵，

在优化过程中保持不变，而如果使用规则网格划分，也与单元无关．

单元刚度矩阵累加得到整体刚度矩阵，即

犓＝∑
犲

犓犲 ＝∑
犲
∑
犼∈犛犲

∑
２

犫＝１

狋犫，犼∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）犎犲，犼，狉 ＝∑
犼
∑
犲∈犛犼

∑
２

犫＝１

狋犫，犼∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）犎犲，犼，狉． （１０）

式（１０）中：犛犼是围绕结点犼周围的单元集合；犑为结点总数．第２个等式仅是交换了对单元和对结点的

求和顺序．式（１０）中分别对设计变量狋犫，犼和α犫，犼求导，得到刚度矩阵的灵敏度方程为
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犓

狋犫，犼
＝∑

犲∈犛犼

∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）犎犲，犼，狉， （１１）

犓

α犫，犼
＝∑

犲∈犛犼

狋犫，犼∑
６

狉＝１

犵′狉（α犫，犼）犎犲，犼，狉． （１２）

式（１１）～（１２）中：犵′狉（α犫，犼）是函数矩阵求导的分量，有

犵′（α）＝２［－２犚Ｇｓｉｎ４α　２犚Ｇｃｏｓ４α　－ｓｉｎ２α　ｃｏｓ２α　０　０］． （１３）

２　最小位移抗风柱的类桁架连续体

２．１　目标函数及其导数

有限元结构刚度方程表达式为

犓犝 ＝犉． （１４）

式（１４）中：犝 和犉 分别是结点的位移列向量和结点力列向量；犓是结构刚度矩阵．

考虑到问题实际背景，图１（ａ）所示的平面连续体边界上作用有均布荷载狇，上下边界固定，在另一

指定点和方向上有最大输出位移狌．寻找材料的优化分布，使得结构在给定的外荷载狇作用下，指定点

（ａ）设计初始状态 （ｂ）单位力状态　

图１　抗风柱的力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆｗｉｎｄｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｃｏｌｕｍｎ

的位移狌输出最小．为了便于求指定点的位移，构

造单位力状态如图１（ｂ）所示．设珚犝和珚犉 分别是单

位荷载作用下的结点位移列向量和结点力列向

量，建立单位力状态下的结构刚度方程，即

犓珚犝 ＝珚犉． （１５）

由功的互等定理得

狌＝犉
Ｔ珚犝． （１６）

式（１６）关于设计变量狋犫，犼求导，可得

狌

狋犫，犼
＝犉

Ｔ 珚犝

狋犫，犼
． （１７）

式（１５）关于设计变量狋犫，犼求导，可得

犓

狋犫，犼
珚犝＋犓

珚犝

狋犫，犼
＝０，　　 或 　　

珚犝

狋犫，犼
＝－犓

－１ 犓

狋犫，犼
珚犝． （１８）

将式（１８）第２式带入式（１７），并结合式（１１）得

狌

狋犫，犼
＝－犉

Ｔ犓－１
犓

狋犫，犼
珚犝 ＝－犝

Ｔ 犓

狋犫，犼
珚犝 ＝

－∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）∑
犲∈犛犼

犝Ｔ
犲犎犲，犼，狉珚犝犲 ＝－∑

６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）犺犼，狉．

（１９）

式（１９）中：犺犼，狉＝∑
犲∈犛

犼

犝Ｔ
犲犎犲，犼，狉珚犝犲．

类似的，式（１６）关于设计变量α犫，犼求导，可得

狌

狋犫，犼
＝－犉

Ｔ犓－１
犓

狋犫，犼
珚犝 ＝－犝

Ｔ 犓

狋犫，犼
珚犝 ＝

－狋犫，犼∑
６

狉＝１

犵狉（α犫，犼）∑
犲∈犛犼

犝Ｔ
犲犎犲，犼，狉珚犝犲 ＝－狋犫，犼∑

６

狉＝１

犵′狉（α犫，犼）犺犼，狉．

（２０）

２．２　体积约束及其导数

由于材料在单元内不均匀分布，材料体积需要积分计算．由材料在结点的密度插值得到单元内部的

材料密度，从而计算出结构的体积．

犞 ＝∑
犲
∑
２

犫＝１∫犞犲∑犼∈犛犲
犖犼狋犫，犼ｄ犞 ＝∑

犼
∑
犲∈犛犼
∫犞犲犖犼ｄ犞 ＝∑

２

犫＝１

狋犫，犼 ＝∑
犼

狕犼∑
２

犫＝１

狋犫，犼． （２１）

式（２１）中：狕犼 ＝∑
犲∈犛犼
∫犞犲犖犼ｄ犞 ．

由式（２１）可以容易得到体积对设计变量的敏度
犞

狋犫，犼
＝狕犼，

犞

α犫，犼
＝０．
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２．３　优化问题列式

优化问题可写成

ｆｉｎｄ　狋犫，犼≥０，　α犫，犼，　犫＝１，２；　犼＝１，２，…，犑；

ｍｉｎ狌＝犉
Ｔ珚犝；

ｓ．ｔ．　犞 ≤犞０

烅

烄

烆 ．

（２２）

式（２２）中：犞０ 初始给定体积．

为了求解这个带有体积约束的位移最小化问题，建立拉格朗日函数，通过拉格朗日乘子λ将体积约

束引入．

犔＝狌＋λ（犞０－犞）． （２３）

式（２３）取极值的条件为

犔

狋犫，犼
＝
狌

狋犫，犼
－λ

犞

狋犫，犼
＝０，　　

犔

α犫，犼
＝
狌

α犫，犼
＝０． （２４）

由式（２４）第１式得到

狌

狋犫，犼
／（λ

犞

狋犫，犼
）＝１． （２５）

式（２５）说明该比值是与单元无关的常数．由式（２４）第２式得到关于α犫，犼三角函数超越方程，即

∑
６

狉＝１

犵′狉（α犫，犼）犺犼，狉 ＝０． （２６）

采用数值方法求解得到角度．

３　优化过程与数值算例

优化结构拓扑的过程有如下５个主要步骤．

步骤１　把设计域划分成有限个单元网格．

步骤２　设置杆件在结点位置的密度和方向的初始值，有

狋０１，犼 ＝狋
０
２，犼 ＝０，　　α

０
１，犼 ＝０，　　α

０
２，犼 ＝π／２，　　犼＝１，２，…，犑． （２７）

式（２７）中：上角标是迭代指标．式（２）中的剪切模量系数犚Ｇ 值设为０．

步骤３　有限元分析得到结点位移和应力．

采用Ｂｅｎｄｓｅ
［５］提出的优化准则法更新材料密度，即有

狋犻＋１犫，犼 ＝

ｍａｘ（狋ｃ，狋
犻
犫，犼－犿），　　θ狋

犻
犫，犼＜ｍａｘ（狋ｃ，狋

犻
犫，犼－犿），

θ狋
犻
犫，犼， ｍａｘ（狋犻犫，犼，狋

犻
犫，犼－犿）≤θ狋

犻
犫，犼≤狋

犻
犫，犼＋犿，

狋犻犫，犼＋犿 θ狋
犻
犫，犼＞狋

犻
犫，犼＋犿

烅

烄

烆 ．

（２８）

是根据式（２５）定义的系数，有

θ＝－（
狌

狓
）狊／（λ

犞

狓
）． （２９）

式（２８），（２９）中：指数狊是为了增加迭代稳定设置的阻尼系数，文中取狊＝１／２；λ是拉格朗日乘子，可以

用二分法根据体积不变条件确定；式（２９）中的导数分别由式（１９），式（２０）计算得到；狋ｃ为密度下限，为了

避免刚度矩阵奇异，可以选择大于零的一个小数，文中取１０－７；犿 是移动限界，初始取０．２，如果迭代中

目标函数反向变化，说明移动步长过大，移动限界减半．由于不限制密度上限，合理的移动限界不容易确

定．这样动态选择移动限界可以更合理．

步骤４　如果在连续两次的迭代中材料密度的相对改变量很小，ｍａｘ
犫，犼

（｜狋
犻＋１
犫，犼 －狋

犻
犫，犼｜）／ｍａｘ

犫，犼
狋犻＋１犫，犼 ＜狉．其

中：狉是容许值，在文中取０．２％，则进入下一步；否则，回到第３步．

步骤５　如果犚Ｇ＝１，结束计算；否则，更新犚Ｇ＝犚Ｇ＋０．１．

算例１　优化结构的拓扑，单位采用无量纲化，均布荷载取厦门５０ａ一遇的基本风压１．４Ｐａ（折算

基本风速４７．３３ｍ·ｓ－１），弹性模量犈＝３ＧＰａ，高度犎 取９．０ｍ．此时，不同截面宽度犅的优化结果，如

图２所示．
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由图２可知：柱体优化的结果为若干杆件的组合结构，且柱体截面宽度越大，杆件的数量越少，布置

越简单．从迭代过程图形看，迭代次数较少，收敛性也非常好，说明本文的优化结果是可靠的；其次，柱体

截面越小，位移越大，位移的变化幅度也很大，截面增大时位移减小，当截面宽度增大到一定尺寸时，最

大位移的变化很小．所以在实际工程应用中，在满足抗风柱的最大挠度要求的前提下，应尽量控制柱体

截面宽度在一个合理的范围之内．

　（ａ）犅＝１．０ｍ （ｂ）犅＝０．８ｍ （ｃ）犅＝０．６ｍ （ｄ）犅＝０．４ｍ　　

图２　不同截面宽度的优化结果

Ｆｉｇ．２　Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗｉｄｔｈ

　　算例２　考虑到实际工程情况，柱体与墙体为多点连接，这时抗风柱所受的力为多点处每点的集中

力作用，这时的优化结果与均布荷载作用下的结果相同，所以在优化过程中只以均布荷载作用为准．

算例３　当柱体的长细比太大，同时要控制柱体截面宽度，此时可将柱体分为合理的几段，每段单

独优化，挠度控制取各段挠度的累加和．优化结果如图３所示．

　（ａ）２段 （ｂ）３段 （ｃ）４段　

图３　分段优化结果

Ｆｉｇ．３　Ｓｕｂ?ｏｐｔｉｍａｌｒｅｓｕｌｔｓ

　　由图３可以看出：一般柱体长细比较大的情况下，将柱体分为２～３段就可以满足要求，分的太多就

失去了拓扑优化的意义．

４　结束语

采用两相类桁架材料模型，对山墙抗风柱进行了拓扑优化设计．对抗风柱在不同长细比的情况下，

分别进行了优化，并对比了优化结果．分析了优化过程中函数迭代过程的收敛性，得出了收敛性很好的

结论，这也进一步印证了对抗风柱进行优化的合理性和可行性．同时，给出了如果柱体的长细比太大，可

以将柱体分段优化的结果；且不管是整体优化还是分段优化，结果均是桁架结果．这也和工程上的实际

结构非常接近，所以实际工程应用也较容易．
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