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犛犲狉狉犲商范畴的犃狌狊犾犪狀犱犲狉犚犲犻狋犲狀序列

张阳，林增强

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　设犃是有限维犽?代数，犃＝犃ｍｏｄ，犅是犃的有厚度子范畴，通过从犃的 ＡｕｓｌａｎｄｅｒＲｅｉｔｅｎ（ＡＲ）序列

到导出范畴犇犫（犃）的ＡＲ三角的转化，研究犃的ＡＲ序列与Ｓｅｒｒｅ商范畴犃／犅的ＡＲ序列的关系．文中给出

犃的ＡＲ序列在商函子犙∶犃→犃／犅下的像是犃／犅的ＡＲ序列的充要条件．
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１９８１年，Ａｕｓｌａｎｄｅｒ等
［１］通过研究子范畴的ＡｕｓｌａｎｄｅｒＲｅｉｔｅｎ（ＡＲ）序列，证明了有限生成模范畴的

函子有限子范畴存在ＡＲ序列．１９９５年，Ａｕｓｌａｎｄｅｒ等
［２］证明了Ａｒｔｉｎ代数的有限生成模范畴存在ＡＲ

序列．最近，Ｐｕｉｍａｎ
［３］给出了有限维犽?代数的有限生成模范畴的对扩张及直和项封闭的子范畴存在

ＡＲ序列的充要条件．类似地，Ｈａｐｐｅｌ
［４］在三角范畴中引入ＡＲ三角的概念，证明有限维犽?代数犃的有

界导出范畴存在ＡＲ三角的充要条件是犃的整体维数有限
［５］．Ｊｒｇｅｎｓｅｎ

［６］证明了三角范畴的反变有限

子范畴的ＡＲ三角的存在性，并同时给出了有限生成模范畴的函子有限子范畴ＡＲ序列存在性的一个

新的证明．Ｌｉｕ
［７］引入Ｋｒｕｌｌ?Ｓｃｈｍｉｄｔ范畴的ＡＲ序列的概念，统一Ａｂｅｌ范畴的ＡＲ序列和三角范畴的

ＡＲ三角，并证明了Ｋｒｕｌｌ?Ｓｃｈｍｉｄｔ范畴的ＡＲ序列可以诱导稳定商范畴的ＡＲ序列．林增强
［８］给出了

三角范畴的 ＡＲ三角诱导 Ｖｅｒｄｉｅｒ商范畴的 ＡＲ三角的充要条件．本文主要研究犃中的 ＡＲ序列与

Ｓｅｒｒｅ商范畴犃／犅中的ＡＲ序列的关系，给出犃中的ＡＲ序列诱导犃／犅中的ＡＲ序列的充要条件．

１　犃犚序列与犃犚三角

设犃为加法范畴，犃中非可裂单态射犳∶犃→犅 称为左几乎可裂的，若任意非可裂单态射犳′∶犃→

犅′均可以经过犳分解．态射犳∶犃→犅称为左极小的，若态射犺∶犅→犅满足犺犳＝犳蕴含犺是同构．对偶

地，有右几乎可裂态射和右极小态射的概念．

定义１
［１］
　设犃为Ａｂｅｌ范畴，犃的一个短正合列０→犃 →

犳
犅 →

犵
犆→０称为ＡＲ序列，如果满足以

下２个条件：

１）犳是左几乎可裂的；

２）犵是右几乎可裂的．

下面的命题给出了ＡＲ序列的几个等价定义．

命题１
［２］
　设犃为Ａｂｅｌ范畴，０→犃 →

犳
犅 →

犵
犆→０是犃的一个短正合列，则以下叙述等价：

１）这个短正合列是ＡＲ序列；

２）犃是不可分解的，犵是右几乎可裂的；

３）犆是不可分解的，犳是左几乎可裂的；

４）犳是左极小几乎可裂的；
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　　５）犵是右极小几乎可裂的．

定义２
［４］
　设犆是Ｈｏｍ有限的Ｋｒｕｌｌ?Ｓｃｈｍｉｄｔ三角范畴，称犆的一个好三角 犡 →

狌
犢 →

狏
犣 →

狑

犡［１］称为ＡＲ三角，如果满足下列３个条件：

１）犡，犣是不可分解的；

２）狑≠０；

３）狌是左几乎可裂的．

注１　在条件１）与２）下，条件３）等价于条件狏是右几乎可裂的．

设犃是Ａｂｅｌ范畴，则自然函子犻∶犃→犇
犫（犃）是完全忠实的．在不引起混淆的情况下，将犃的对象

等同于犇犫（犃）的０次茎复形，将犃中态射犳∶犃→犅 与犻（犳）等同起来．

从下面的命题可以看出ＡＲ三角与ＡＲ序列的紧密联系．

命题２
［２］
　设犃是整体维数有限的有限维犽?代数，０→犡 →

狌
犢 →

狏
犣→０是犃?ｍｏｄ的ＡＲ序列，则

犡 →
狌
犢 →

狏
犣 →

狑
犡［１］为犇犫（犃?ｍｏｄ）的 ＡＲ三角的充要条件是Ｐｄ（犣）≤１，Ｉｄ（犡）≤１，其中狑∈

Ｈｏｍ犇犫（犃?ｍｏｄ）（犣，犡［１］）Ｅｘｔ
１
犃（犣，犡）对应于短正合列０→犡 →

狌
犢 →

狏
犣→０．

证明　这里只证明必要性．由文献［４］知，犡 →
狌
犢 →

狏
犣 →

狑
犡［１］是犇犫（犃?ｍｏｄ）的ＡＲ三角当且

仅当存在复形犘
·
∈犓

犫（犃?ｐｒｏｊ），使得在犇
犫（犃?ｍｏｄ）中，犣犘

·，犡狏犘
·［－１］，其中狏为犇犫（犃?ｍｏｄ）

的Ｎａｋａｙａｍａ函子．

设犣的极小投射表现为犘－１ →
狆
犘０→犣→０，则τ犣＝Ｋｅｒ（狏狆），这里τ是犃?ｍｏｄ的ＡＲ变换．由τ右

正合，得正合列０→τ犣→狏犘－１

狏
→
狆
狏犘０→０．

设复形犘
·
＝…→０→犘－１ →

狆
犘０→０→…，记犘

·
＝（犘－１→犘０）．若Ｐｄ（犣）≤１，Ｉｄ（犡）≤１，则有Ｋｅｒ

狆＝０，狏犣＝０，故犇
犫（犃?ｍｏｄ）中犣犘

·
．由０→犡 →

狌
犢 →

狏
犣→０是ＡＲ序列得犡τ犣（狏犘－１→狏犘０）

［－１］＝狏犘
·［－１］．

命题３　设犃为Ａｂｅｌ范畴，０→犃 →
犳
犅 →

犵
犆→０是犃的短正合列．若犃 →

犳
犅 →

犵
犆 →

犺
犃［１］是

犇犫（犃）的ＡＲ三角，则０→犃 →
犳
犅 →

犵
犆→０是犃的ＡＲ序列．

证明　因为犃 →
犳
犅 →

犵
犆 →

犺
犃［１］是犇犫（犃）的ＡＲ三角，所以犺≠０．进而在犇

犫（犃）中，犳是非可

裂单态射，犵是非可裂满态射．所以在犃中，犳是非可裂单态射，犵是非可裂满态射．设狑∶犃→犠 为犃

的任意非可裂单态射，则狑∶犃→犠 是犇
犫（犃）的非可裂单态射．

进一步，因犃 →
犳
犅 →

犵
犆 →

犺
犃［１］是犇犫（犃）的ＡＲ三角，所以犳∶犃→犅在犇

犫（犃）中是左几乎可

裂的．因此，存在犇犫（犃）的态射Ψ＝狋＼犲，狋为拟同构，使得Ψ（犻犱犅＼犳）＝犻犱犠＼狑，则有犓
犫（犃）中的交换图

图１　犓
犫（犃）中的交换图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍ

ｉｎ犓犫（犃）

（图１），其中，狏是拟同构．

于是，狑＝犎０（狑）＝犎０（狏）－１犎０（狌）犎０（犲犳）＝犎
０（狋）－１犎０（犲）

犳，进而狑可经犳 分解，所以犳是犃的左几乎可裂态射．对偶可

证，犵是犃的右几乎可裂态射．这就证明了０→犃 →
犳
犅 →

犵
犆→０

是犃的ＡＲ序列．

推论１　设犃 是遗传犽?代数，犡，犢，犣∈犃?ｍｏｄ，则犃?ｍｏｄ

的短正合列０→犡 →
狌
犢 →

狏
犣→０是ＡＲ序列，当且仅当犡 →

狌

犢 →
狏
犣 →

狑
犡［１］是 犇犫（犃?ｍｏｄ）的 ＡＲ 三角． 其中，狑∈

Ｈｏｍ犇犫（犃?ｍｏｄ）（犣，犡［１］）Ｅｘｔ
１
犃（犣，犡）对应于短正合列０→犡 →

狌

犢 →
狏
犣→０．
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２　相关引理

设犇是三角范畴，犇的三角子范畴犝称为有厚度子范畴，如果犝对直和项封闭．Ｖｅｒｄｉｅｒ商范畴 犇／

犝是三角范畴，标准商函子犙∶犇→犇／犝是正合函子．

设犃为Ａｂｅｌ范畴，犃的一个非平凡满子范畴犅称为有厚度子范畴，若犃的短正合列０→犕′→犕→

犕″→０满足犕′，犕″∈犅当且仅当犕∈犅．犅是犃的Ａｂｅｌ子范畴．

令犛犅＝｛犳∶犕→犖｜Ｋｅｒ犳，Ｃｏｋｅｒ犳∈犅｝，则犛犅 可以作成犃的一个乘法系．Ｓｅｒｒｅ商范畴犃／犅＝

犛－１犅 犃是Ａｂｅｌ范畴，标准商函子犙∶犃→犃／犅是正合函子
［９］．记犇犫犅（犃）＝｛犡

·
∈犇

犫（犃）｜狆∈犣，犎狆

（犡
·）∈犅｝，则犇

犫
犅（犃）是犇

犫（犃）的三角子范畴．

引理１
［１０］
　设犃是Ａｂｅｌ范畴，犅是犃的有厚度子范畴，则有三角等价犇

犫（犃）／犇犫犅（犃）犇
犫（犃／犅）．

设犅是Ａｂｅｌ范畴犃的有厚度子范畴，记犅┴＝｛犡∈犃｜Ｈｏｍ犃（犅，犡）＝０，Ｅｘｔ
犻
犃（犅，犡）＝０，犻∈

犣＋｝，称为犅的右垂范畴．

对偶地，记┴犅＝｛犣∈犃｜Ｈｏｍ犃（犣，犅）＝０，Ｅｘｔ
犻
犃（犣，犅）＝０，犻∈犣

＋｝，称为犅的左垂范畴．设犝是三

角范畴犇的有厚度子范畴，记犝┴＝｛犡∈犇｜Ｈｏｍ犇（犝，犡）＝０｝．对偶地，记┴犝＝｛犣∈犇｜Ｈｏｍ犇（犣，犝）＝

０｝．

引理２
［８］
　设犇是三角范畴，犝是犇的有厚度子范畴，犙∶犇→犇／犝是商函子，犃 →

犳
犅 →

犵
犆 →

犺

犃［１］是犇的ＡＲ三角，下列叙述等价：

１）犃
犙（犳
→
）
犅
犙（犵
→
）
犆
犙（犺
→
）
犃［１］是犇／犝的ＡＲ三角；

２）犃∈犝┴；

３）犆∈┴犝．

引理３　设犃是Ａｂｅｌ范畴，犅是犃的有厚度子范畴，犡，犣是犃中的对象，则有

１）犡∈犇
犫
犅（犃）┴当且仅当犡∈犅

┴；

２）犣∈┴犇
犫
犅（犃）当且仅当犣∈

┴犅．

证明　这里只证明１），对偶地可以证明２）．

若犡∈犇
犫
犅（犃）┴，则Ｈｏｍ犇犫（犃）（犅［－犻］，犡）＝０对任意整数犻成立，所以 Ｈｏｍ犃（犅，犡）＝０，Ｅｘｔ

ｉ
犃（犅，

犡）Ｈｏｍ犇犫（犃）（犅，犡［犻］）Ｈｏｍ犇犫（犃）（犅［－犻］，犡）＝０，所以犡∈犅
┴．

反之，若犡∈犅┴，要证犡∈犇
犫
犅（犃）┴，只需要证明任意犇

犫
犅（犃）中的复形犖

·均满足 Ｈｏｍ犇犫（犃）（犖
·，

犡）＝０，记犿＝犾（犖
·）＝ｃａｒｄ｛狆∈犣｜犎狆（犖

·）≠０｝．

下面对犿进行归纳．

对任意正整数狀，记（犇≤狀，犇≥狀）是犇犫（犃）的狋?结构
［１１］，其中犇≤狀＝｛犢

·
∈犇

犫（犃）｜犎狆（犢
·）≠０，狆＞

狀｝，犇≥狀＝｛犢
·
∈犇

犫（犃）｜犎狆（犢
·）≠０，狆＜狀｝．设τ≤狀∶犇

≤狀
→犇与τ≥狀∶犇

≥狀
→犇是相应的截短函子．

ⅰ）当犿＝０时，在犇
犫（犃）中犖

·
０，Ｈｏｍ犇犫（犃）（犖

·，犡）＝０成立．

ⅱ）当犿＝１时，存在狀０∈犣，使得犎
狀
０（犖

·）≠０，而当狆≠狀０ 时，犎狆（犖
·）＝０，狉∶τ≤狀０（犖

·）→

犖
·是拟同构，狇∶τ≤狀０（犖

·）→τ≥狀０（τ≤狀０（犖
·））是拟同构．所以，在犇犫（犃）中，犖

·
τ≥狀０（τ≤狀０（犖

·））

犎狀０（犖
·）［－狀０］∈犇

犫
犅（犃）．因对犅中任意对象犅及正整数犻，有 Ｈｏｍ犃（犅，犡）＝０，Ｅｘｔ

犻
犃（犅，犡）＝０，故

Ｈｏｍ犇犫（犃）（犅［犻］，犡）＝０（犻≤０）．由（犇
≤狀，犇≥狀）是犇犫（犃）的狋?结构得 Ｈｏｍ犇犫（犃）（犅［犼］，犡）＝０（犼≥０）．所以

对任意整数狀，Ｈｏｍ犇犫（犃）（犅［狀］，犡）＝０，从而 Ｈｏｍ犇犫（犃）（犎
狀
０（犖

·）［－狀０］，犡）＝０，于是 Ｈｏｍ犇犫（犃）（犖
·，

犡）＝０．

ⅲ）设当犿≤狀－１时，Ｈｏｍ犇犫（犃）（犖
·，犡）＝０成立；当犿＝狀时，有狆∈犣，使截短三角τ≤狆（犖

·）→

犖
·
→τ≥狆＋１（犖

·）→τ≤狆（犖
·）［１］满足犾（τ≤狆（犖

·））＝狀－１，犾（τ≥狆＋１（犖
·））＝１，用函子 Ｈｏｍ犇犫（犃）（－，犡）

作用得到正合列 Ｈｏｍ犇犫（犃）（τ≤狆（犖
·），犡）→Ｈｏｍ犇犫（犃）（犖

·，犡）→Ｈｏｍ犇犫（犃）（τ≥狆＋１（犖
·），犡）．

由归纳假设 Ｈｏｍ犇犫（犃）（τ≤狆（犖
·），犡）＝０，Ｈｏｍ犇犫（犃）（τ≥狆＋１（犖

·），犡）＝０．进而得到 Ｈｏｍ犇犫（犃）（犖
·，

犡）＝０．由归纳法原理，当犡∈犅┴时，对任意犇
犫
犅（犃）中的复形犖

·均满足 Ｈｏｍ犇犫（犃）（犖
·，犡）＝０，即犡∈

犇犫犅（犃）┴．
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３　主要结论及其证明

定理１　设犃是整体维数有限的有限维犽?代数，犃＝犃?ｍｏｄ，犅是犃的有厚度子范畴，犙∶犃→犃／犅

是商函子，０→犡 →
狌
犢 →

狏
犣→０是犃的ＡＲ序列，满足Ｐｄ（犣）≤１，Ｉｄ（犡）≤１．以下３个叙述等价：

１）０→犡
犙（狌
→
）
犢
犙（狏
→
）
犣→０是犃／犅的ＡＲ序列；

２）犡∈犅┴；

３）犣∈┴犅．

证明　这里只证明１）和２）等价，１）和３）的等价可以对偶地证明．

１）２）设０→犡
犙（狌
→
）
犢
犙（狏
→
）
犣→０是犃／犅的ＡＲ序列．因为Ｉｄ（犡）≤１，所以要证犡∈犅┴，只需证

Ｈｏｍ犃（犅，犡）＝０，Ｅｘｔ
１
犃（犅，犡）＝０．

ⅰ）设 Ｈｏｍ犃（犅，犡）≠０，则存在犅∈犅，以及存在非零态射α∶犅→犡．故犃中态射狆∶犡→Ｃｏｋｅｒα

作为满态射一定非可裂单．由于狌左几乎可裂，所以存在犃中态射σ∶犢→Ｃｏｋｅｒα，使得狆＝σ狌，因

此，犙（狆）＝犙（σ）犙（狌）在犃／犅中成立．又因Ｃｏｋｅｒ狆＝０，Ｋｅｒ狆＝Ｉｍα都是犅的商对象，狆∈犛犅，犙（狆）是

犃／犅的同构态射，故犙（狌）是犃／犅的可裂单态射．这与０→犡
犙（狌
→
）
犢
犙（狏
→
）
犣→０是犃／犅的ＡＲ序列矛盾，

这样就证明了Ｈｏｍ犃（犅，犡）＝０．

ⅱ）假设Ｅｘｔ
１
犃（犅，犡）≠０，则存在犅′∈犅以及犃的非可裂短正合列０→犡 →

犿
犕 →

狀
犅′→０，由狌是

左几乎可裂态射以及犿是非可裂单态射，得犃中行正合交换图，如图２（ａ）所示．因为犙是正合函子，所

以有犃／犅中行正合交换图，如图２（ｂ）所示．

在犃／犅中，犅′０，所以犙（犿）是同构态射．故由犙（犿）＝犙（狊）犙（狌）可得犙（狌）是可裂单态射．这与

０→犡
犙（狌
→
）
犢
犙（狏
→
）
犣→０是犃／犅的ＡＲ序列矛盾，即证明了Ｅｘｔ

１
犃（犅，犡）＝０．

（ａ）犃 （ｂ）犃／犅

图２　行正合交换图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍｓｗｉｔｈｅｘａｃｔｒｏｗｓ

２）１）设犡∈犅┴，由引理３得犡∈犇
犫
犅（犃）┴．根据命题２，由Ｐｄ（犣）≤１，Ｉｄ（犡）≤１，得犇

犫（犃）的ＡＲ

三角犡 →
狌
犢 →

狏
犣 →

狑
犡［１］，其中，狑对应于短正合列０→犡 →

狌
犢 →

狏
犣→０．由引理２可得犇

犫（犃）／

犇犫犅（犃）的ＡＲ三角犡
犙′（狌
→
）
犢

犙′（狏
→
）
犣
犙′（狑
→
）
犡［１］，其中犙′∶犇犫（犃）→犇

犫（犃）／犇犫犅（犃）是商函子．进一

步，由引理１，得犇犫（犃／犅）的ＡＲ三角犡
犙（狌
→
）
犢
犙（狏
→
）
犣
犙（狑
→
）
犡［１］，最后由命题３，可得到犃／犅的ＡＲ序

列０→犡
犙（狌
→
）
犢
犙（狏
→
）
犣→０．

例１　设路代数犃＝犽珝Δ，其中珝Δ∶１→２→３→４．记犃＝犃?ｍｏｄ，则犃的ＡＲ箭图如图３所示．

取犅由３生成的犃的有厚度子范畴，则在Ｓｅｒｒｅ商范畴犃／犅中，３同构于零对象．从而有４
３

４
，２

３


２，２
１

３

１

２
，所以犃／犅的互不同构的不可分解对象是１，２，

１

２
，３

４
，３
２

４
，

１

２

３

４

．于是，根据定理１得到商范畴犃／犅的

ＡＲ箭图，如图４所示．
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　图３　犃的ＡＲ箭图　　　　　　　　　　　　　图４　犃／犅的ＡＲ箭图

　Ｆｉｇ．３　ＡＲｑｕｉｖｅｒｏｆ犃　　　　　　　　　　　　Ｆｉｇ．４　ＡＲｑｕｉｖｅｒｏｆ犃／犅
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