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犅犪狉犵犿犪狀狀约束下一个新的有限维可积系统

李章，张金顺

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　为了研究一个新的线性特征值问题，引入一个２×２位势依赖能量的特征值问题，利用犆３ｓｌ（２，犆）

的线性映射，导出３×３阶矩阵形式的Ｌｅｎａｒｄ算子对，进而得到一族孤立子方程．通过引入τλ∶犆
２
犆

３ 的映

射，自然地导出Ｂａｒｇｍａｎｎ约束，将特征值问题非线性化为一个有限维可积系统，并利用母函数法导出该系统

的对合守恒积分．
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有限维可积系统一直是人们感兴趣的研究课题．特征值问题的非线性化方法沟通了有限维可积系

统与无限维可积系统之间的联系，是构造有限维可积系统的重要途径［１?４］．本文通过引入映射，导出递推

算子和孤立子方程族．在Ｂａｒｇｍａｎｎ约束下，将Ｌａｘ非线性化为有限维Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，并利用母函数方

法导出对合的守恒积分．

１　犔犲狀犪狉犱算子与对孤子方程族

考虑２×２特征值问题，即

φ狓 ＝犝φ，　　犝 ＝
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定义一个线性映射［５］
σλ∶犆

３
ｓｌ（２，犆），即
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，　　α∈犆
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则犝＝σλ（狌，狏，１）
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令犞＝σλ（犌），犌∈犆
３，则

犞狓－［犝，犞］＝σλ｛（犓－λ犑）犌｝． （３）

式（３）中：犓，犑为Ｌｅｎａｒｄ的算子对，即
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∞
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３，则容易证明如下命题成立．

命题１　矩阵犞＝σλ（犌）满足Ｌａｘ方程犞狓－［犝，犞］＝０的充分必要条件是：犓犵犼＝犑犵犼＋１，犑犵－１＝０，其

中：犼＝－１，０，１，…．

利用命题１，可以计算出Ｌｅｎａｒｄ序列｛犵犼｝和向量场｛犡犼｝，即
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犓犵犼 ＝犼犵犼＋１，　　犑犵－１ ＝０，

犡犼 ＝犘（犑犵犼）＝犘（犓犵犼－１），　　犼＝－１，０，１，２，…
｝． （５）

式（５）中：映射犘∶（狉１，狉２，狉３）Ｔ（狉
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犵犼－１，犞犖＝σλ（犌Ｎ），则由零曲率方程，可得孤子方程族为
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　　特别地，当犖＝１，２时，由式（８），分别可得孤立子方程为
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　　Ｌａｘ对为

φ狓 ＝犝φ，　　φ狋１ ＝犞１φ， （９）

式（９）中：犞１＝

λ
２＋２λ狌＋

１

２
狌狓＋狌

２ －４λ
２狌－２λ狌狓－４λ狌

２＋λ狏＋狌狏－
１

２
狏狓

λ＋狌 －λ
２－２λ狌－

１

２
狌狓－狌

烄

烆

烌

烎
２

．

２　犅犪狉犵犿犪狀狀系统

令φ＝（φ１，φ２）
Ｔ 是方程（１）的一个解，定义一个映射

［５］
τλ∶犆

２
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３ 为
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φ
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Ｔ， （１０）

则τλ（φ）满足方程

（犓－λ犑）τλ（φ）＝０． （１１）

设λ犼（犼＝１，２，…，犖）为方程（１）的犖 个互异特征值，对应的特征函数满足方程

φ犼１

φ犼

烄

烆

烌

烎２ 狓

＝
λ犼＋狌 －４λ犼狌＋狏

１ －λ犼－

烄

烆

烌

烎狌

φ犼１

φ犼

烄

烆

烌

烎２
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其映射定义为

τ犽 ＝ （－λ犽狇
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２
犽－４λ

２
犽狇
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犖
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式（１３）中：狇犽＝φ犽２，狆犽＝φ犽１．由式（１３），可得到一个Ｌａｘ阵，即

犞（λ）≡σλ（犌λ）＝
λ＋２〈狇，狇〉＋犙λ（狆，狇） －４λ〈狇，狇〉－２〈狆，狇〉－犙λ（狆，狆）

１＋犙λ（狇，狇） －λ－２〈狇，狇〉－犙λ（狆，狇

烄

烆

烌

烎）
． （１４）

式（１４）中：犙λ（ξ，η）≡∑
犖

犼＝１

ξ犼η犼
λ－λ犼

＝∑
∞

狊＝１
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狊

η〉

λ
狊＋１ ．

引理１　Ｌａｘ阵满足关系犞狓（λ）－［犝，犞（λ）］＝犑（犵０－∑
犖

犽＝１

τ犽）．

证明 　 通过式（３），（１１）即可证明．

引入Ｂａｒｇｍａｎｎ约束

狌＝ 〈狇，狇〉，　　狏＝－４〈狇，Λ狇〉＋２〈狆，狇〉． （１５）

式（１５）中：狆≡（狆１，…，狆犖）
Ｔ；狇≡（狇１，…，狇犖）

Ｔ；Λ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λ犖）．

则特征值问题（１）被非线性化为犖 维Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，即
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狆狓 ＝ （Λ＋〈狇，狇〉）狆＋（－４Λ〈狇，狇〉－４〈狇，Λ狇〉＋２〈狆，狇〉）狇＝－
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烎
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系统（Ｈ）中：犎＝２〈狇，狇〉〈狇，Λ狇〉－〈狆，狇〉〈狇，狇〉－〈狆，Λ狇〉＋
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２
〈狆，狆〉．定义母函数为

犉（λ）＝
１

２
ｄｅｔ犞（λ）． （１６）

　　引理２　令犃，犅∈ｓｌ（２，犆），犃满足Ｌａｘ方程犃狓＝［犃，犅］，则有
ｄ

ｄ狓
ｄｅｔ犃＝０．

证明　利用犃，犅∈ｓｌ（２，犆）的特殊性质，及Ｌａｘ方程犃狓＝［犃，犅］，直接计算可证．

将母函数犉（λ）展开为λ的洛朗级数，得到
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（１８）

　　定理１　｛犉犿｝是犖?维Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（Ｈ）的守恒积分，即｛犉犿，犎｝＝
ｄ犉犿
ｄ狓
＝０．

证明　由于犉（λ）＝
１

２
ｄｅｔ犞（λ）在Ｂａｒｇｍａｎｎ约束下是Ｌａｘ方程犞狓－［犝，犞］的一个解，由引理２知，

犉（λ）＝
１

２
ｄｅｔ犞（λ）是沿狓流守恒的．将式（８）对狓求导，得∑

∞
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ｄ犉犿
ｄ狓

１

λ
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１

２

ｄ

ｄ狓
［ｄｅｔ犞（λ）］＝０．比较

λ同次幂系数，可得
ｄ犉犿
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＝０．即｛犉犿｝是系统（Ｈ）的守恒积分．
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５５３第３期　　　　　　　　　　　李章，等：Ｂａｒｇｍａｎｎ约束下一个新的有限维可积系统


