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一类带退化扩散的

哈密尔顿?雅克比方程组的适定性

黄小萍，曾有栋

（福州大学 数学与计算机科学学院，福建 福州３５０１０８）

摘要：　讨论带狄利克雷边界条件的退化扩散哈密尔顿?雅克比方程组狋狌－ｄｉｖ（｜狌｜狆１
－２
狌）＝｜狏｜狇１，　

狋狏－ｄｉｖ（｜狏｜狆２
－２
狏）＝｜狌｜狇２的弱解性质，其中Ω犚犖 是有界区域，狇犻＞ｍａｘ｛（狆１－１），（狆２－１）｝，狆犻＞２，

犻＝１，２．研究结果得到关于时间的极大解（狌，狏）∈犠１，∞×犠１，∞，以及（狌狋，狏狋）的正则性结论．
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１　预备知识

考虑如下初边值问题

狋狌－ｄｉｖ（狘狌狘狆１
－２
狌）＝狘狏狘狇１，　　狓∈Ω，　狋＞０，

狋狏－ｄｉｖ（狘狏狘狆２
－２
狏）＝狘狌狘狇２，　　狓∈Ω，　狋＞０，

狌（狓，狋）＝狏（狓，狋）＝犵（狓），　　狓∈Ω，　狋＞０，

狌（狓，０）＝狌０（狓），　　狏（狓，０）＝狏０（狓），　　狓∈Ω

烍

烌

烎．

（１）

其中：Ω犚
犖 是有界区域，α＞０，使得Ω∈犆

２＋α，狇犻＞ｍａｘ｛（狆１－１），（狆２－１）｝，狆犻＞２，犻＝１，２．为了方

便，记犙犜＝Ω×（０，犜），狆犙犜＝｛Ω×［０，犜］｝∪｛珚Ω×｛０｝｝，犜＞０．

当狆＝２时，问题（１）中的单个方程狋狌－ｄｉｖ（｜狌｜狆
－２
狌）＝｜狏｜狇 被称为粘性哈密顿雅克比方

程，常出现在增长和粗化表面的物理理论中．其中，最著名方程是Ｋａｒｄａｒ?Ｐａｒｉｓｉ?Ｚｈａｎｇ方程 （狇＝２），这

类方程被许多作者所研究［１?３］．

当狆＞２时，若｜狌｜＝０，方程狋狌－ｄｉｖ（｜狌｜狆
－２
狌）＝｜狏｜狇 被称为退化抛物方程组，不存在古

典解．弱解可通过正则化问题的逼近解得到．文献［４］研究更为一般的方程，即

狋狌－ｄｉｖ（狘狌狘狆
－２
狌）＝犳（狌，狌，狓，狋）．

其中：犳（狌，狌，狓，狋）是非线性函数．文献［５?６］研究了问题（１）的单个方程的粘性解．当狇≤狆或狇＞狆，

初值适当小，得到解在空间犠１，∞上全局存在；另一方面，当狇＞狆，初值充分大时，全局解不存在．

文献［７］讨论问题（１）中的单个方程狋狌－ｄｉｖ（｜狌｜狆
－２
狌）＝｜狏｜狇 适定性和梯度爆破估计，其中

狆＞２，狇＞狆－１．为了研究这个问题梯度爆破想象，首先建立在犠
１，∞范数下爆破二择一局部适定性，再

得到精确梯度估计；然后，证明了梯度爆破仅发生在边界上，并最终得到狌狋正则性结论．

受以上文献的启发，本文将文献［７］的结果推广到方程组，并且致力于弱解性质的研究．

为了叙述方便，先给出初值（狌０，狏０），犵（狓）满足的条件：犵（狓）≥０是犆
２（珚Ω）上的正则函数，且

狌０，狏０ ∈犠
１，∞（Ω），　　（狌０，狏０）≥０，　（狌０，狏０）＝ （犵（狓），犵（狓）），　狓∈Ω． （２）

　　下面给出问题（１）的上、下解定义．
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　　定义１　令犿＝ｍａｘ｛狆１，狆２，狇１，狇２｝，函数（狌（狓，狋），狏（狓，狋））被称为问题（１）在犙犜 上的上解．若狌，狏∈

犆（珚Ω×［０，犜））∩犔
犿（（０，犜）；犠１，犿（Ω）），狌狋，狏狋∈犔

２（（０，犜）；犔２（Ω）），（狌（狓，０），狏（狓，０））≥（狌０（狓，０），

狏０（狓，０）），（狌（狓，狋），狏（狓，狋））≥（犵（狓），犵（狓）），狓∈Ω，且满足

犙犜

狌狋φ＋狘狌狘
狆１－２狌．φｄ狓ｄ狋≥犙犜

狘狏狘狇１φｄ狓ｄ狋，

犙犜

狏狋Ψ＋狘狏狘
狆２－２狏．Ψｄ狓ｄ狋≥犙犜

狘狌狘狇２Ψｄ狓ｄ狋

烍

烌

烎
．

（３）

式（３）中：φ∈犆
０（珚Ω犜）∩犔狆１（（０，犜）；犠

１，狆１（Ω）），Ψ∈犆
０（珚Ω犜）∩犔狆２（（０，犜）；犠

１，狆２（Ω）），而且（φ，Ψ）≥０，

（狓，狋）∈珚犙犜（φ，Ψ）＝０，（狓，狋）∈Ω×（０，犜）．

类似的，可以定义问题（１）的下解．

２　主要结论

定理１　假设犕＞０，（狌０，狏０）满足条件（２），｜狌０｜∞≤犕，｜狏０｜∞≤犕．则有

１）存在犜＝犜（犕，狆１，狆２，狇１，狇２，犖，‖犵‖犆
２），使得问题（１）在［０，犜）有弱解（狌，狏），且狌，狏∈犔∞

ｌｏｃ（［０，

犜）；犠１，∞（Ω））．

２）τ＞０，问题（１）至少存在一个弱解（狌，狏），满足狌，狏∈犔∞
ｌｏｃ（［０，犜）；犠

１，∞（Ω））．

３）问题（１）存在极大弱解（狌，狏），犜ｍａｘ（狌
０
，狏
０
）是它存在最大时间，则

ｍｉｎ
Ω
狌０ ≤狌≤ｍａｘ

Ω
狌０，（狓，狋）∈Ω×（０，犜ｍａｘ（狌０，狏０））． （４）

如果犜ｍａｘ（狌
０
，狏
０
）＜∞，则

ｌｉｍ
狋→犜ｍａｘ（狌

０
，狏
０
）

（‖狌‖犔
∞（Ω）＋‖狏‖犔

∞（Ω））＝ ∞．

　　定理２　假设（狌，狏）是问题（１）的唯一弱解，且狌，狏∈犔∞
ｌｏｃ（［０，犜ｍａｘ（狌

０
，狏
０
））；犠１，∞（Ω）），则有

狌狋＋狏狋≤
１

狆１－２
‖狌０‖∞

狋
＋

１

狆２－２
‖狏０‖∞

狋
，　　狓∈Ω，　ａ．ｅ．狋＞０． （５）

３　定理的证明

３．１　局部存在性

考虑问题（１）的逼近问题

狋狌狀－ｄｉｖ（（狘狌狀狘
２
＋
１

狀
）（狆１－２）／２狌狀）＝

（狘狏狀狘
２
＋
１

狀
）狇１／２－

１

狀狇１
／２
），　　狓∈Ω，　狋＞０，

狋狏狀－ｄｉｖ（（狘狏狀狘
２
＋
１

狀
）（狆２－２）／２狏狀）＝

（狘狌狀狘
２
＋
１

狀
）狇２／２－

１

狀狇２
／２
），　　狓∈Ω，　狋＞０，

狌（狓，狋）＝狏（狓，狋）＝犵（狓），　　狓∈Ω，　狋＞０，

狌（狓，０）＝狌０（狓），　　狏（狓，０）＝狏０（狓），　　狓∈Ω

烍

烌

烎．

（６）

　　以下分５个步骤证明序列函数｛（狌狀，狏狀）｝的极限函数为（狌，狏）．

由于存在η０＞０，使得狓∈珚Ω有δ（狓）≤η０，定义点狓∶＝ｐｒｏΩ（狓）表示狓在Ω上的投影，这样的定

义点是唯一确定．

步骤１　存在犜０＞０，η∈（０，η０），犕犻＞０，犻＝１，２，犕犻仅依赖于狌０，狏０，犵，与狀无关，使得

‖狌狀‖犔
∞（犙犜

０
）＋‖狏狀‖犔

∞（犙犜
０
）≤犕１∶＝ｍａｘ（‖狌０‖∞，‖犵‖∞）＋ｍａｘ（‖狏０‖∞，‖犵‖∞）， （７）

ｓｕｐ
狓∈Ω
δ（狓）≤η

狘狌狀（狓，狋）－狌狀（狓，狋）狘
δ（狓）

＋ｓｕｐ
狓∈Ω
δ（狓）≤η

狘狏狀（狓，狋）－狏狀（狓，狋）狘
δ（狓）

≤犕２，０＜狋≤犜０． （８）

　　对于任意狀，犕１ 是问题（６）的上解，由极大值原理可以直接得到不等式（７）．为了证明式（８），先构造
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一个局部闸函数在区域Ω上满足外球条件，即任意邻近Ω边界的点狓∈Ω，在狓附近都有一个上解．

取ρ＞０，使狓∈Ω都有犅ρ（狓＋ρ狏狓）∩珚Ω＝｛狓｝，而狏狓 是狓在Ω上的外单位法向量．任意给定狓０∈

Ω，使δ（狓０）≤η，η∈（０，η０），待定．定义狓１＝狓０＋ρ狏狓０．不失一般性，假设狓１＝０，记狉＝｜狓｜．对狊≥０，取

犪犻（狊）＝ （狊＋
１

狀
）（狆犻－２）／２，　　犽犻＝

２犪′犻（狊）狊
犪犻（狊）

∈ ［０，狆－２］，　　犻＝１，２． （９）

　　取珔狌（狓，狋）＝珔狏（狓，狋）＝（狉－ρ）＋犵（狓），是关于单个变量的递增且凹的光滑函数．

ｄｉｖ（（狘珔狌狘
２
＋
１

狀
）（狆１－２）／２珔狌）＝犪１（狘珔狌狘

２）（珔狌＋犽１
（珔狌）

Ｔ犇２珔狌珔狌

狘珔狌狘
２

）， （１０）

ｄｉｖ（（狘珋狏狘
２
＋
１

狀
）（狆２－２）／２珋狏）＝犪２（狘珋狏狘

２）（珋狏＋犽２
（珋狏）

Ｔ犇２珔狏珋狏

狘珋狏狘
２

）． （１１）

式中：（珔狌）
Ｔ，（珋狏）

Ｔ 分别表示矩阵珔狌，珋狏的转置．

［Δ珔狌＋犽１
（珔狌）

Ｔ犇２珔狌珔狌

狘珔狌狘
２

）］＝″（狉－ρ）＋
（犖－１）′（狉－ρ）

狉
＋Δ犵＋

犽１
（″（狉－ρ）（珔狌，狓）

２

狉２狘珔狌狘
２ ＋犽１

′（狉－ρ）

狉
－

犽１
′（狉－ρ）（珔狌，狓）

２

狉３狘珔狌狘
２ ＋犽１

（珔狌）
Ｔ犇２犵珔狌

狘珔狌狘
２ ． （１２）

　　只要′（狉－ρ）≥‖Δ犵‖，则有

（狘珋狏狘
２
＋
１

狀
）（狇１－狆１＋２）／２ ≤ ［４（′（狉－ρ））

２
＋１］

（狇１－狆１＋２
）／２， （１３）

同理可得

（狘珔狌狘
２
＋
１

狀
）（狇２－狆２＋２）／２ ≤ ［４（′（狉－ρ））

２
＋１］

（狇２－狆２＋２
）／２． （１４）

　　取（狊）＝狊（狊＋δ）
－β，这里β＝β（狆１狇１，狆２，狇２）∈（０，１）待定．记Γ∶＝犅（狓１，ρ＋η）∩Ω．

以下证明（珔狌，珔狏）是问题（６）在Γ×（０，犜０）的上解，其中犜０，δ＞０，η∈（０，η０）．从下面的证明过程可以

得到，常数犜０，δ，犆与狓０，狀无关，仅依赖于狌０，狏０，犕．即

′（狊）＝ ［（１－β）狊＋δ］（狊＋δ）
－β－１， （１５）

″（狊）＝－β［（１－β）狊＋２δ］（狊＋δ）
－β－２． （１６）

根据珔狌（狓，狋）＝珔狏（狓，狋），以及式（１０），（１１），可得式（１２）成立的充分条件是

－（Δ珔狌＋犽１
（珔狌）

Ｔ犇２珔狌珔狌

狘珔狌狘
２

）≥ （狘珋狏狘
２
＋
１

狀
）（狇１－狆１＋２）／２，

－（Δ珔狏＋犽２
（珋狏）

Ｔ犇２珔狏珋狏

狘珋狏狘
２

）≥ （狘珔狌狘
２
＋
１

狀
）（狇２－狆２＋２）／２

烍

烌

烎
．

（１７）

只要η，δ：
４（狉－ρ＋δ）

－２β≥４（η＋δ）
－２β≥１，

２βδ＋（３－犖－狆狋）
（η＋δ）

２

ρ
≥βδ

烅

烄

烆
，β
＝ｍａｘ｛

１

２（狇２－狆２＋２）
， １

２（狇１－狆１＋２）
｝且η＝δ适当小，则式

（１７）成立．所以，对于犜０＞０，（珔狌，珔狏）是问题（６）在Γ×（０，犜０）的上解．当犜０＞０时，为了对Γ×（０，犜０）抛

物边界进行控制，引入另一个比较函数，即

狌１（狓，狋）＝ （犆
２犓２＋１）狇１

／２狋＋犆（１－ｅｘｐ（－犓（狉－ρ）））＋‖犵‖∞，

狏１（狓，狋）＝ （犆
２犓２＋１）狇２

／２狋＋犆（１－ｅｘｐ（－犓（狉－ρ）））＋‖犵‖∞

烅
烄

烆 ．

若犓＞ｍａｘ｛
犖＋狆１－３

ρ
，犖＋狆２－３

ρ
｝，则有

－ｄｉｖ（｜狌｜
（狆１－２

）
狌）≥０，

－ｄｉｖ（｜狏｜
（狆２－２

）
狏）≥０｛ ．

取犆＞０（仅依赖于犕），使得犆（１－ｅｘｐ（－犓（狉－ρ）））＋‖犵‖∞≥ｍａｘ｛狌０（狓），狏０（狓）｝，狓∈Ω．因为

（狌１，狏１）≥（犵，犵），狓∈Ω｛狓∈犚
犖，｜狓｜≥ρ｝，故由极大值原理可知

狀，（狌狀，狏狀）≤ （狌１，狏１），　　（狓，狋）∈Ω犜．

所以可得

狌狀（狓，狋）≤ （犆
２犓２＋１）狇１

／２狋＋犆（１－ｅｘｐ（－犓（狉－ρ）））＋‖犵‖∞ ≤２
－β
η
１－β＋犵（狓）＝珔狌（狓，狋），

１４３第３期　　　　　　　　　　黄小萍，等：一类带退化扩散的哈密尔顿?雅克比方程组的适定性



狏狀（狓，狋）≤ （犆
２犓２＋１）狇２

／２狋＋犆（１－ｅｘｐ（－犓（狉－ρ）））＋‖犵‖∞ ≤２
－β
η
１－β＋犵（狓）＝珔狏（狓，狋）．

即若（狓，狋）∈｛狓∈Ω，｜狓｜＝ρ＋η｝×［０，犜０］，则只要犜０，η＝δ适当小即可．另一方面，（狌狀，狏狀）＝（犵，犵）≤

（珔狌，珔狏），（狓，狋）∈Ω×［０，犜０］．所以（珔狌，珔狏）是问题（６）的上解．

同理，可证（狌，狏）是问题（６）的下解．其中，狌（狓，狋）＝狏（狓，狋）＝－（狉－ρ）＋犵（狓）．由极大值原理可

知，（狌，狏）≤（狌狀，狏狀）≤（珔狌，珔狏），（狓，狋）∈Γ×［０，犜０］．所以式（８）成立．

步骤２　利用类似于文献［８］中定理５的方法可以证明不等式，即

‖狌狀‖犔
∞（犙犜

０
）≤犕３∶＝犕２＋２‖犵‖∞， （１８）

‖狏狀‖犔
∞（犙犜

０
）≤犕３∶＝犕２＋２‖犵‖∞． （１９）

　　取犺∈犚
犖 满足｜犺｜≤η，根据问题（６）逆变换可知，若（狌狀，狏狀）是问题（６）在Ω上的古典解，则向量函

数（狌犺狀，狏
犺
狀）＝（狌狀（狓－犺），狏狀（狓－犺））是问题（６）在Ω犺×（０，犜０）上的古典解，其中Ω犺＝｛狓∈犚

犖
｜狓－犺∈

Ω｝．令狋∈［０，犜０］，狓∈（Ω∩Ω犺）．假设狓∈Ω，对于狓＋犺∈Ω，这种情况也是类似的．

根据｜珘狔－珘狕｜≤｜狔－狕｜和公式（８），利用极大值原理可知：｜狌狀（狓，狋）－狌
犺
狀（狓，狋）｜≤犕３｜犺｜，｜狏狀（狓，狋）－

狏犺狀（狓，狋）｜≤犕３｜犺｜．因此，根据｜犺｜≤η任意性，式（１８），（１９）得证．

步骤３　令ε＞０，集合犙犜
０
，ε＝｛狓∈Ω，δ（狓）＞ε｝×（ε，犜０－ε）．证明存在常数犕４＞０（与狀无关），使

得（狓犻，狋犻）∈犙犜
０
，ε都有

狘狌狀（狓１，狋１）－狌狀（狓２，狋２）狘≤犕４（狘狓１－狓２狘
α
＋狘狋１－狋２狘

α／２）， （２０）

狘狏狀（狓１，狋１）－狏狀（狓２，狋２）狘≤犕４（狘狓１－狓２狘
α
＋狘狋１－狋２狘

α／２）． （２１）

其中：犕４，α是依赖于犕３，犜０，ε的正常数．利用类似于文献［９］中一种方法即可得证．

步骤４　证明存在常数犕５＞０（与狀无关），使得

‖狋狌狀‖犔
２（犙犜

０
）＋‖狋狏狀‖犔

２（犙犜
０
）≤犕５ （２２）

成立．式（６）的第１，２式两边分别乘以狋狌狀 和狋狏狀，在犙犜
０
上积分，并由Ｈｌｄｅｒ不等式可得

∫
犜
０

０∫Ω

（狋狌狀）
２ｄ狓ｄ狋＋∫

犜
０

０∫Ω

（狋狏狀）
２ｄ狓ｄ狋≤犕５．

其中：犕５＝犕５（｜Ω｜，犕３，犜０，狆犻，狇犻）＞０，犻＝１，２．

步骤５　根据式（７），（１８），（２１），（２２）和紧定理
［１０］可知

（狌狀，狏狀）→ （狌，狏），　　（狓，狋）∈犆（珚Ω×［０，犜０］），

（狌狀，狏狀）→ （狌，狏），　　（狓，狋）∈犆（犙犜０，ε），

（狋狌狀，狋狏狀） →
狑
（狋狌，狋狏），　　（狓，狋）∈犔

２（犙犜
０
）

烍

烌

烎．

（２３）

　　在式（６）两边同乘以测试函数和积分，根据Ｌｅｂｅｓｇｕｅｓ控制收敛定理，并令狀→∞，可知（狌，狏）是问

题（１）的弱解．

３．２　唯一性

弱解唯一性结论由以下比较原理得到，反过来也证明了式（４）．

命题１　令（狌，狏），（珔狌，珔狏）分别是问题（１）的上、下解，假设狌，狏，珔狌，珔狏∈犔∞（（０，犜）；犠１，∞（Ω）），则（珔狌，

珔狏）≤ （珔狌，珔狏），（狓，狋）∈Ω×（０，犜）．命题１的证明类似参考文献［７］的证明．

３．３　正则性结论

如文献［１１］，（狌，狏）是式（１）在犔∞
ｌｏｃ（（０，犜）；犠

１，∞（Ω））×犔∞
ｌｏｃ（（０，犜）；犠

１，∞（Ω））上的弱解，（狌λ，狏λ）＝

（λγ
－１狌（狓，λ狋），λγ

－１狏（狓，λ狋））．其中λ＞１，γ＝ｍａｘ｛
１

狆１－２
， １
狆２－２

｝．则（狌λ，狏λ）是以下初边值问题的弱解．

狋狌λ－ｄｉｖ（狘狌λ狘
狆１－２狌λ）＝λ

－（狇１－狆１＋１
）γ
狘狏λ狘

狇１，　　狓∈Ω，　狋∈ （０，犜／λ），

狋狏λ－ｄｉｖ（狘狏λ狘
狆２－２狏λ）＝λ

－（狇２－狆２＋１
）γ
狘狌λ狘

狇２，　　狓∈Ω，　狋∈ （０，犜／λ），

狌（狓，狋）＝狏（狓，狋）＝λγ犵（狓），　　狓∈Ω，　狋∈ （０，犜／λ），

狌（狓，０）＝λγ狌０（狓），　　狏（狓，０）＝λ
γ狏０（狓），　　狓∈Ω

烍

烌

烎．

　　令狑＝（狑１，狑２）＝（狌λ－狌，狏λ－狏）．另取φ＝（狑１－犽１）＋，Ψ＝（狑２－犽２）＋，犽１＝（λ
γ－１）‖狌０‖犔

∞（Ω），

犽２＝（λ
γ－１）‖狏０‖犔

∞（Ω），根据式（２）可知，（φ，Ψ）＝０，狓∈Ω．
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类似于命题１证明过程中的方法，可得

∫Ω

（狑１－犽１）
２ｄ狓＋∫Ω

（狑２－犽２）
２ｄ狓≤ （∫Ω

（狑１（狓，０）－犽１）
２ｄ狓＋∫Ω

（狑２（狓，０）－犽２）
２ｄ狓）ｅｘｐ（犆狋）．

　　根据（λγ－１）狌０（狓）≤（λ
γ－１）‖狌０‖犔

∞（Ω），（λ
γ－１）狏０（狓）≤（λ

γ－１）‖狏０‖犔
∞（Ω），可得

（（狑１－犽１）＋，（狑２－犽２）＋）≡０，　　ａ．ｅ．，　（狓，狋）∈Ω×（０，犜／λ）

所以有

λ
γ狌（狓，λ狋）－狌（狓，狋）≤ （λ

γ
－１）‖狌０‖犔

∞（Ω），　　λ
γ狏（狓，λ狋）－狏（狓，狋）≤ （λ

γ
－１）‖狏０‖犔

∞（Ω）．（２４）

　　对式（２４）的两个不等式关于λ求导，并令λ→１
＋，可得γ狌（狓，狋）＋狋狌狋（狓，狋）≤γ‖狌０‖犔

∞（Ω），γ狏（狓，

狋）＋狋狏狋（狓，狋）≤γ‖狏０‖犔
∞（Ω），得到（狌，狏）正值，故定理２得证．
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狑犻狋犺犇犲犵犲狀犲狉犪狋犲犇犻犳犳狌狊犻狅狀

ＨＵＡＮＧＸｉａｏ?ｐｉｎｇ，ＺＥＮＧＹｏｕ?ｄｏｎｇ

（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，ＦｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｆｕｚｈｏｕ３５０１０８，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：　ＴｈｉｓｐａｐｅｒｄｉｓｃｕｓｓｅｓｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｗｅａｋｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏａｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｖｉｓｃｏｕｓＨａｍｉｌｔｏｎ?Ｊａｃｏｂｉｓｙｓｔｅｍ狋狌－　

ｄｉｖ（｜狌｜狆１－２狌）＝｜狏｜狇１，狋狏－ｄｉｖ（｜狏｜狆２
－２
狏）＝｜狌｜狇２，ｗｉｔｈＤｉｒｉｃｈｌｅｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｉｎａｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎ

Ω犚
犖，ｗｈｅｒｅ狇犻＞ｍａｘ｛（狆１－１），（狆２－１）｝ａｎｄ狆犻＞２，犻＝１，２．Ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅａｕｎｉｑｕｅ，ｍａｘｉｍａｌｉｎｔｉｍｅ，犠

１，∞ ×犠１，∞

ｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｗｉｔｈｏｕｔｓｉｚｅｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｏｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄａｔａａｎｄｔｏｅｓｔａｂｌｉｓｈｔｈｅｂｌｏｗｕｐａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｉｎ犠
１，∞ ×犠１，∞ ｎｏｒｍ．Ｆｕｒ

ｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅａｌｓｏｏｂｔａｉｎａｒｅｇｕｌａｒｉｚｉｎｇｅｆｆｅｃｔｆｏｒ（狌狋，狏狋）．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　Ｈａｍｉｌｔｏｎ?Ｊａｃｏｂｉｓｙｓｔｅｍ；ｗｅｌｌ?ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ；ｗｅａｋｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅ；ｂｌｏｗｕｐａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ；ｒｅｇｕｌａｒｉｚｉｎｇ

ｅｆｆｅｃｔ

（责任编辑：黄晓楠　　英文审校：黄心中）
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