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调和映照与其剪切函数的单叶性

石擎天，黄心中

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　利用调和映照像区域的线性连结性与单叶性之间的内在联系，研究单位圆盘犇上调和映照犳α（狕）＝

犺（狕）＋α犵（狕）与其剪切函数犉β（狕）＝犺（狕）＋β犵（狕）的单叶性问题．研究得到判别单位圆盘上一类局部单叶调和

映照为调和拟共形映照的充分必要条件，推广了由Ｓ．Ｌ．Ｃｈｅｎ等得到的相应结果．
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１　预备知识

平面上单连通区域Ω上的调和映照犳（狕）可以表示成犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）的形式，其中，犺（狕），犵（狕）

在Ω上解析，记犑犳（狕）＝｜犺′（狕）｜
２－｜犵′（狕）｜

２．Ｌｅｗｙ在文献［１］中给出，犳（狕）是Ω上局部单叶保向的调

和映照的充分必要条件是犑犳（狕）＞０，狕∈Ω．若犳（狕）在区域Ω上单叶且满足｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜≤犽＜１，犽为常数，

则犳（狕）为Ω上调和拟共形映照
［２］．近阶段来，围绕着调和映照的单叶性、拟共形性等判定问题，许多学

者做出了一些成果［３?７］．Ｃｌｕｎｉｅ等
［８］证明了，若调和映照犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在单位圆盘犇 上局部单叶，

则犳（狕）在犇上单叶且像区域犳（犇）具有ＣＨＤ性质的充要条件是犺－犵具有相同的性质．

区域Ω犆是犕 线性连结区域，若存在常数犕＞０，使得对任何狕１，狕２∈Ω，存在连结狕１，狕２ 的可求

长曲线γ∈Ω，满足犾（γ）≤犕｜狕１－狕２｜．这里犾（γ）表示γ的欧式弧长．若犳α（狕）＝犺（狕）＋α犵（狕）是犇上调

和映照，称犉β（狕）＝犺（狕）＋β犵（狕）为犳α（狕）的剪切函数，其中α，β是常数．利用调和映照像区域的线性连

结性及其剪切函数的性质，可以研究调和映照的各种性质［９?１０］．Ｓ．Ｌ．Ｃｈｅｎ等
［１１］探讨了犇上局部单叶调

和映照犳（狕）与其剪切函数犺（狕）－ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）的单叶性和像域的线性连结性之间的关系，得到了一些

新的结论．他们证明了以下定理．

定理犃
［１１］
　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆盘犇 上单叶保向的调和映照且犳（犇）是犕 线性连结

区域，若｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜≤犮＜

１

１＋２犕
，则对任意的θ∈犚，犉θ（狕）＝犺（狕）－ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）在犇 上单叶且犉θ（犇）是

犕＝
犕（１＋犮）

１－犮（１＋２犕）
线性连结区域．

定理犅
［１１］
　设犉（狕）＝犺（狕）－犵（狕）在犇 上单叶且犉（犇）是 犕 线性连结区域，若｜

犵′（狕）

犺′（狕）
｜≤犮＜

１

１＋２犕
，则对任意θ∈犚，犳θ（狕）＝犺（狕）＋ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕），在犇上单叶且犳θ（犇）是犕

＝
犕（１＋犮）

１－犮（１＋２犕）
线性

连结区域．

设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在犇上单叶，若存在常数λ使犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）在犇 上单叶，则称犳（狕）

在犇上关于λ具有稳定性．对于单叶调和映照的稳定性问题，文献［１０］证明了下列结论．
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　　定理犆
［１０］
　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆盘犇上单叶保向的调和映照且犳（犇）是犕 线性连结区

域，若｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜＜

１

１＋２犕
，则对任意θ∈犚，犉（狕）＝犺（狕）＋ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）在犇上单叶．

事实上，调和映照犳（狕）在 犇 上关于λ 不一定都具有稳定性．例如，单叶调和映照 犓（狕）＝

狕－
１

２
狕２＋

１

６
狕３

（１－狕）３
＋

１

２
狕２＋

１

６
狕３

（１－狕）３
关于λ＝０就不具有稳定性；而单叶调和映照犔（狕）＝

２狕－狕２

２（１－狕）２
＋

－狕２

２（１－狕）２

对于所有λ∈珡犇均具有稳定性．因此，本文通过引入参数α和β，对调和映照犳α（狕）＝犺（狕）＋α犵（狕）与其

剪切函数犉β（狕）＝犺（狕）＋β犵（狕）的单叶性关系的进一步研究，找到了二者之间的联系，推广了文献［１１］

的结果．

２　主要结果及其证明

首先，证明下述定理．

定理１　设犳α（狕）＝犺（狕）＋α犵（狕）是犇 上单叶保向的调和映照，满足｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜≤犮＜１，犳α（犇）为犕

线性连结区域，记犉β（狕）＝犺（狕）＋β犵（狕），则当（犕＋１）｜α｜＋犕｜β｜＜
１

犮
时，犉β（狕）在犇内单叶且犉β（犇）为

犕＝
犕（１＋犮｜β｜）

１－犮｜α｜－犮犕（｜α｜＋｜β｜）
线性连结区域．

证明　ⅰ）要证明犉β（狕）在犇上单叶，等价证明犉β（ω）＝ω＋β犌（ω）－α犌（ω）在犳α（犇）上单叶，其中

ω＝犳α（狕），犌（ω）＝犵犳
－１
α （ω）．对任意ω１，ω２∈犳α（犇）且ω１≠ω２．一方面，由于犳α（狕）在单位圆盘犇 内单

叶，则对犳
－１
α 犳α（狕）＝狕关于狕，珔狕求微分得

（犳
－１
α ）ω犺′＋（犳

－１
α ）珔ω珔α犵′＝１，

（犳
－１
α ）ωα珚犵′＋（犳

－１
α ）珔ω珔犺′＝０．

从中解得

（犳
－１
α ）ω ＝

珔犺′

狘犺′狘
２
－狘α狘

２
狘犵′狘

２
，　　

（犳
－１
α ）珔ω ＝

－α珚犵′

狘犺′狘
２
－狘α狘

２
狘犵′狘

２．

故有

狘犌ω狘＋狘犌珔ω狘＝狘犵′狘（
珔犺′

狘犺′狘
２
－狘α狘

２
狘犵′狘

２ ＋
－α珚犵′

狘犺′狘
２
－狘α狘

２
狘犵′狘

２
）＝

狘犵′狘
狘犺′狘－狘α狘狘犵′狘

≤
犮

１－狘α狘犮
． （１）

　　另一方面，由于犳α（犇）为犕 线性连结区域，则存在连接ω１，ω２ 的可求长曲线γ犳α（犇），使犾（γ）≤

犕｜ω１－ω２｜．则由式（１）可得

狘犉β（ω１）－犉β（ω２）狘＝狘（ω１－ω２）＋β（犌（ω１）－犌（ω２））－α犌（ω１）－犌（ω２）狘≥

狘ω１－ω２狘－（狘α狘＋狘β狘）狘犌（ω１）－犌（ω２）狘≥

狘ω１－ω２狘－（狘α狘＋狘β狘）∫γ（狘犌ω狘＋狘犌珔ω狘）狘ｄω狘≥

狘ω１－ω２狘－（狘α狘＋狘β狘）
犮

１－犮狘α狘
犾（γ）≥

狘ω１－ω２狘［１－（狘α狘＋狘β狘）
犕犮

１－犮狘α狘
］． （２）

　　因为（犕＋１）｜α｜＋犕｜β｜＜
１

犮
，则｜犉β（ω１）－犉β（ω２）｜＞０．即证得犉β（ω）在犳α（犇）内单叶，从而可以

得到犉β（狕）在犇内单叶．

ⅱ）记Γ＝犉β（γ），由于犉β（ω）＝ω＋β犌（ω）－α犌（ω），则有
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（犉β）ω ＝１＋β犌ω－α犌珔ω，

（犉β）珔ω ＝β犌珔ω－α犌ω．

所以

犾（γ）＝∫γ狘ｄ犉β狘≤∫γ（狘（犉β）ω狘＋狘（犉β）珔ω狘）狘ｄω狘≤

∫γ［１＋（狘α狘＋狘β狘）（狘犌ω狘＋狘犌珔ω狘）］狘ｄω狘≤

［１＋（狘α狘＋狘β狘）
犮

１－犮狘α狘
］犕狘ω１－ω２狘．

（３）

由式（２）可知

犾（γ）≤
犕（１＋犮狘β狘）

１－犮狘α狘－犮犕（狘α狘＋狘β狘）
狘犉β（ω１）－犉β（ω２）狘，

从而定理得证．

注１　由定理１，考虑α＝１，犮＜
１

１＋２犕
的情况得到了下述推论．

推论１　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）为单位圆盘犇上单叶保向的调和映照，犳（犇）为犕 线性连结区域且

满足｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜≤犮＜

１

１＋２犕
，记犉β（狕）＝犺（狕）＋β犵（狕），则当｜β｜≤１时，犉β（狕）在犇 内单叶且犉β（犇）为

犕（１＋犮｜β｜）

１－犮（１＋犕＋犕｜β｜）
线性连结区域．

推论１中，当β＝－ｅｘｐ（ｉθ）时，即为定理Ａ的结果，所以推论１是对定理Ａ的推广．

接着，探讨在剪切函数犉β（狕）在犇内单叶且犉β（犇）线性连结的条件下调和映照犳α（狕）的单叶性与

像区域的线性连结性问题，得到如下结论．

定理２　设犉β（狕）＝犺（狕）＋β犵（狕）是犇内单叶解析映照，满足｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜≤犮＜１，犉β（犇）为犕 线性连结

区域，令犳α（狕）＝犺（狕）＋α犵（狕），则当犕｜α｜＋（犕＋１）｜β｜＜
１

犮
时，犳α（狕）在犇 内单叶且犳α（犇）为犕

＝

犕（１＋犮｜α｜）

１－犮｜β｜－犮犕（｜α｜＋｜β｜）
线性连结区域．

证明　ⅰ）要证明犳α（狕）在犇内单叶，等价证明犉α（ω）＝ω－β犌（ω）＋α犌（ω）在犉β（犇）内单叶即可，

其中ω＝犉β（狕），犌（ω）＝犵犉
－１

β
（ω）．对任何ω１，ω２∈犉β（犇）且ω１≠ω２．一方面，由于犉β（狕）在犇内单叶，则

对犉－１

β 犉β（狕）＝狕关于狕求微分有

（犉－１β ）ω（犺′＋β犵′）＝１，

所以

（犉－１β ）ω ＝
１

犺′－β犵′
，

狘犌ω狘＝狘
犵′

犺′＋β犵′
狘≤

犮
１－犮狘β狘

烍

烌

烎
．

（４）

　　另一方面，由于犉β（犇）为犕 线性连结区域，则存在连接ω１，ω２ 的可求长曲线γ犉β（犇），使犾（γ）≤

犕｜ω１－ω２｜．则由式（４）有

狘犉α（ω１）－犉α（ω２）狘＝狘（ω１－ω２）－β（犌（ω１）－犌（ω２））＋α犌（ω１）－犌（ω２）狘≥

狘ω１－ω２狘－（狘α狘＋狘β狘）狘犌（ω１）－犌（ω２）狘≥

狘ω１－ω２狘－（狘α狘＋狘β狘）∫γ狘犌ω狘狘ｄω狘≥

［１－（狘α狘＋狘β狘）
犮犕

１－犮狘β狘
］狘ω１－ω２狘． （５）

由于犕｜α｜＋（犕＋１）｜β｜＜
１

犮
，则有｜犳α（ω１）－犳α（ω２）｜＞０．即证得犳α（ω）在犉β（犇）内单叶，从而得犳α（狕）

在犇内单叶．
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　　ⅱ）记Γ＝犳α（γ），由于犳α（ω）＝ω－β犌（ω）＋α犌（ω），则（犉α）ω＝１－β犌ω，（犉α）珔ω＝α犌ω．所以

犾（Γ）＝∫Γ狘ｄ犳α狘≤∫γ［１＋（狘α狘＋狘β狘）狘犌ω狘］狘ｄω狘≤

［１＋（狘α狘＋狘β狘）
犮

１－犮狘β狘
］犕狘ω１－ω２狘，

由式（５）可得

犾（Γ）≤
犕（１＋犮狘α狘）

１－犮狘β狘－犮犕（狘α狘＋狘β狘）
狘犳α（ω１）－犳α（ω２）狘．

故定理得证．

注２　由定理２，考虑β＝－１，犮＜１／（１＋２犕）的情况得到了如下推论，推广了定理Ｂ的结果．

推论２　设犉（狕）＝犺（狕）－犵（狕）是单位圆盘犇上单叶的解析映照，犉（犇）为犕 线性连结区域，且满

足｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜≤犮＜

１

１＋２犕
，令犳α（狕）＝犺（狕）＋α犵（狕），则当｜α｜≤１时，犳α（狕）在犇 上单叶，且犳α（犇）为

犕（１＋犮｜α｜）

１－犮（１＋犕）－犮犕｜α｜
线性连结区域．

３　应用

结合定理１和定理２，可得到如下判别单位圆盘上一类局部单叶的调和映照是调和拟共形映照的

充分必要条件．

定理３　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是犇上局部单叶保向的调和映照，犳（犇）为犕 线性连结区域，且满

足｜
犵′（狕）

犺′（狕）
｜≤犮＜

１

１＋２犕＋ （１＋２犕）２槡 －１
，则犳（狕）为犇 上拟共形映照的充分必要条件是对任意θ∈

［０，２π］，犉θ（狕）＝犺（狕）＋ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）或犉θ（狕）＝犺（狕）＋ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）在 犇 上单叶且犉θ（狕）为

犕（１＋犮）

１－犮（１＋２犕）
线性连结区域．

１）必要性的证明．由于犮＜
１

１＋２犕＋ （１＋２犕）２槡 －１
＜

１

１＋２犕
，则令推论１中β＝ｅｘｐ（ｉθ），即可证得

犉θ（狕）＝犺（狕）＋ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）在单位圆盘犇 上单叶且犉θ（犇）为
犕（１＋犮）

１－犮（１＋２犕）
线性连结区域．另外，对于

犉θ（狕）＝犺（狕）＋ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）在犇上单叶，可以由定理Ｃ直接得证．

２）充分性的证明．仅以犉θ（狕）＝犺（狕）＋ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）为例，犉θ（狕）＝犺（狕）＋ｅｘｐ（ｉθ）犵（狕）的情形可类

似得证．要证明犳（狕）为单位圆盘犇上拟共形映照，等价证明犳（ω）＝ω－ｅｘｐ（ｉθ）犌（ω）＋犌（ω）在犉θ（犇）

上单叶，其中，ω＝犉θ（狕），犌（ω）＝犵犉
－１
θ （ω）．

对任意ω１，ω２∈犉θ（犇）且ω１≠ω２．一方面，对 犉
－１
θ 犉θ（狕）＝狕 关于狕 求微分得（犉

－１
θ ）ω＝

１

犺′＋ｅｘｐ（ｉθ）犵′
，即｜犌ω（ω）｜＝｜

犵′
犺′＋ｅｘｐ（ｉθ）犵′

｜≤
犮
１－犮

．另一方面，由于犉θ（犇）为犕
＝

犕（１＋犮）

１－犮（１＋２犕）
线性

连结区域，则存在连接ω１，ω２ 的可求长曲线γ犉θ（犇），使犾（γ）≤
犕（１＋犮）

１－犮（１＋２犕）
｜ω１－ω２｜．则有

狘犳（ω１）－犳（ω２）狘＝狘（ω１－ω２）－ｅｘｐ（ｉθ）（犌（ω１）－犌（ω２））＋（犌（ω１）－犌（ω２））狘≥

狘ω１－ω２狘－２狘犌（ω１）－犌（ω２）狘≥

狘ω１－ω２狘－２
犮
１－犮

犕（１＋犮）

１－犮（１＋２犕）
狘ω１－ω２狘≥

［１－２
犮
１－犮

犕（１＋犮）

１－犮（１＋２犕）
］狘ω１－ω２狘．

　　由于犮＜
１

１＋２犕＋ （１＋２犕）２槡 －１
，所以｜犳（ω１）－犳（ω２）｜＞０，即证得犳（ω）在犉θ（犇）上单叶，故有

犳（狕）为犇上拟共形映照．
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