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求解一类新的二次规划问题的

时滞投影神经网络方法

刘德友，牛九肖

（燕山大学 理学院，河北 秦皇岛０６６００４）

摘要：　把犙为正定矩阵或半正定矩阵推广到犙为亚正定矩阵，利用时滞投影神经网络模型和李亚普诺夫函

数的特性，给出判断这种特殊二次优化最优解的充分条件．最后通过数值仿真说明了该网络的有效性．
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常见的二次规划问题

ｍｉｎ犳（狓）＝
１

２
狓Ｔ犙狓＋犮

Ｔ狓，

ｓ．ｔ．　狓∈Ω

烅

烄

烆 ．

其中：狓∈犚
狀 是决策变量；犮∈犚

狀；Ω∈犚
犿 是闭的凸集．约束二次规划已经应用于许多科学和工程领域，如

回归分析、信号和图像的处理、制造业、优化控制和模式识别等．在过去的十年里，神经网络被认为是解

决二次规划问题的一种最有前景的方法［１?５］．目前，已经有一些投影神经网络技术解决了二次优化问题．

然而，以往所研究的二次规划仅仅停留在凸二次规划上，即矩阵犙为正定或者半正定的
［６?７］，而在许多

情况下，二次规划并不是凸的，也就是说矩阵犙可能不是正定或半正定的．此外，在许多实际应用中，最

优化问题还有一个自然时变亟待解决，时间延时可能导致震动现象或者网络的不稳定．本文研究一类新

的二次规划问题最优解的稳定性，推广了以往所研究的凸二次规划问题，

１　模型的提出

所研究的二次规划问题为

ｍｉｎ犳（狓）＝
１

２
狓Ｔ犙狓＋犮

Ｔ狓，

ｓ．ｔ．　狓∈Ω

烍

烌

烎．

（１）

式（１）中：狓∈犚
狀 是决策变量；犙∈犚

狀×狀是亚（半）正定矩阵；犮∈犚
狀；Ω∈犚

犿 是闭的凸集．

为了方便讨论，给出亚（半）正定矩阵的定义．

　　设犙∈犚
狀×狀，易知犙＝

１

２
（犙＋犙

Ｔ）＋
１

２
（犙－犙

Ｔ），且这种分解是唯一的，分别称犚（犙）＝
１

２
（犙＋犙

Ｔ），

犛（犙）＝
１

２
（犙－犙

Ｔ）为犙的对称分支和反对称分支．因此，对任意的０≠犡＝（狓１，…，狓狀）
Ｔ
∈犚

狀×１，有

犡Ｔ
犙犡＝犡

Ｔ犚（犙）犡＋犡
Ｔ犛（犙）犡＝犡

Ｔ犚（犙）犡．

定义１　如果实方阵犙 的对称分支犚（犙）＝
１

２
（犙＋犙

Ｔ）是实对称正定阵，则称犙 为亚正定矩
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阵；如果犚（犙）＝
１

２
（犙＋犙

Ｔ）为实对称半正定矩阵，则称犙为亚半正定矩阵．

问题（１）的拉格朗日函数是

犔（狓，狔，狌）＝犳（狓）－狔
Ｔ（狓－狌）．

其中：狌∈Ω ，狔∈犚
犿 是拉格朗日乘数．

根据著名的鞍点定理，狓是问题（１）的最优解，当且仅当存在狔和狌满足

犔（狓，狔，狌）≤犔（狓
，狔，狌）≤犔（狓，狔

，狌），

也就是说对于任意的狌∈Ω 和狔∈犚
犿，有

犳（狓）－狔
Ｔ（狓 －狌）≤犳（狓

）－（狔）
Ｔ（狓 －狌）≤犳（狓）－（狔

）Ｔ（狓－狌）． （２）

从不等式（２）的左边，可得对于任意的狔∈犚
犿，有（狔－狔）

Ｔ（狓－狌）≥０成立．即狓和狌总是满足

狓 －狌

＝０． （３）

　　从不等式（２）的右边，可以得到

犳（狓）－（狔）
Ｔ狓 －犳（狓）＋（狔）

Ｔ狓≤ （狔
）Ｔ（狌－狌），　　狓∈犚

狀，　狌∈Ω． （４）

　　若存在狓′∈犚
狀 满足犳（狓）－（狔）

Ｔ狓－犳（狓′）＋（狔）
Ｔ狓′＞０，那么对于任意的狌∈Ω有（狔）

Ｔ（狌－

狌）＞０成立．显然，当狌－狌时是矛盾的．因此，对任意的狓∈犚
狀，有犳（狓）－（狔）

Ｔ狓 －犳（狓）＋

（狔）
Ｔ狓≤０成立．即当狓∈犚

狀 时，狓是函数犳（狓）－（狔）
Ｔ狓的最小值．

因为对任意的０≠犡＝（狓１，…，狓狀）
Ｔ
∈犚

狀×１，有犡Ｔ犙犡＝犡
Ｔ犚（犙）犡，并且犚（犙）为正定矩阵，所以狓

也是凸函数１
２
狓Ｔ犚（犙）狓＋犮

Ｔ狓－（狔）
Ｔ狓的最小值．因此，狓和狔满足

犚（犙）狓 ＋犮－狔 ＝０． （５）

　　类似上面分析，若存在狌′∈Ω满足（狔）
Ｔ（狌′－狌）＜０，通过式（４）对于任意的狓∈犚

狀，有犳（狓）－

（狔）
Ｔ狓－犳（狓）＋（狔）

Ｔ狓＜０，当狓＝狓时是矛盾的．因此，对任意的狌∈Ω，有（狔）
Ｔ（狌－狌）≥０．由投

影定理知，它等价于

狌 ＝犘Ω（狌

－α狔

）． （６）

式（６）中：α是一个正的常数；犘Ω∶犚
犿
→Ω是一个由犘Ω（狓）＝ａｒｇｍｉｎ

狕∈Ω
‖狓－狕‖定义的投影算符；‖·‖

表示欧几里德范数．

将狌＝狓代入式（６），可以得到

狓 ＝犘Ω（狓

－α狔

）． （７）

由式（５）可得

狔

＝犚（犙）狓 ＋犮． （８）

将式（８）代入式（７），可得

狓 ＝犘Ω（狓

－α（犚（犙）狓 ＋犮））． （９）

基于式（９）及延迟方法，提出了解决问题（１）的新的时滞投影神经网络，即

ｄ狓（狋）

ｄ狋
＝－２狓（狋）＋犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））＋狓（狋－τ），

狓（狋）＝（狋），　　狋∈ ［－τ，０］
烍

烌

烎．

（１０）

式（１０）中：τ≥０是时间延迟；（狋）在［－τ，０］上是连续的．

显然，神经网络式（１０）的平衡点和二次规划问题（１）的解是一致的．因此，时滞神经网络在其平衡点

是稳定的，那么网络的输出就是式（１）的解．

下面给出一些相关的定义和引理．

引理１　犙为对称的亚正定矩阵，当且仅当犙为正定矩阵．

由此可见，以前所研究的严格凸的二次规划是本文所研究二次规划的一种特例．

引理２
［８］
　（Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理）令狓（狋）和狔（狋）是定义在区间｛狋｜狋≥狋０｝上的非负实值连续函数，犪（狋）＝

犪０（｜狋－狋０｜），其中犪０（·）是单调递增函数．

若狓（狋）≤犪（狋）＋∫
狋

狋
０

狓（狊）狔（狊）ｄ狊，狋≥狋０，则狓（狋）≤犪（狋）ｅｘｐ｛∫
狋

狋
０

狔（狊）ｄ狊｝．
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引理３
［９］
　设Ω∈犚

狀 是闭的凸集，那么投影算子犘Ω 有如下２点性质：

１）狓，狔∈犚
狀，‖犘Ω（狓）－犘Ω（狔）‖≤‖狓－狔‖和（犘Ω（狓）－犘Ω（狔））

Ｔ（犘Ω（狓）－犘Ω（狔））≤（犘Ω（狓）－

犘Ω（狔））
Ｔ（狓－狔）恒成立；

２）狏∈犚
狀，狌∈Ω，（狏－犘Ω（狏））

Ｔ（犘Ω（狏）－狌）≥０恒成立．

引理４
［１０］
　对任意的（狋）∈犆（［－τ，０］，犚

狀），如泛函微分方程（１０）在区间［０，犜］上存在满足初始

条件狓（狋）＝（狋），狋∈［－τ，０］的唯一连续的解狓（狋），并且狓（狋）在［０，犜］上有界，则式（１０）的解的存在区

间可延拓到［０，＋∞）上．

２　稳定性分析

定理１　对任意的（狋）∈犆（［－τ，０］，犚
狀），网络（１０）在［０，＋∞）上存在唯一连续解狓（狋）．

证明　令犳（狓（狋））＝－２狓（狋）＋犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））＋狓（狋－τ）．

因为对任意的，的φ∈犆（［－τ，０］，犚
狀），都有

‖犳（）－犳（φ）‖ ≤ ‖－φ‖＋‖犐－α（犚（犙）‖‖－φ‖ ≤ （２＋α‖犚（犙）‖）‖－φ‖．

所以，犳（狓（狋））在犆上是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的．因此，对于任意的（狋）∈犆（［－τ，０］，犚
狀），式（１０）在［０，犜］上

都存在满足初始条件的唯一连续的解狓（狋）．

设狓是时滞神经网络（１０）的平衡点，那么有

‖犳（狓（狋））‖ ＝‖犳（狓（狋））－犳（狓）‖ ≤２‖狓（狋）－狓

‖＋‖狓（狋－τ）－狓‖＋

‖犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－犘Ω（狓

－α（犚（犙）狓 ＋犮））‖ ≤

（４＋α‖犚（犙）‖）‖狓‖＋（３＋α‖犚（犙）‖）‖狓（狋）‖＋‖狓（狋－τ）‖ ＝

β１‖狓

‖＋β２‖狓（狋）‖＋‖狓（狋－τ）‖．

其中：β１＝４＋α‖犚（犙）‖；β２＝３＋α‖犚（犙）‖．

对任意狋∈［０，犜］，有狓（狋）＝狓（０）＋∫
狋

０
犳（狓（狊））ｄ狊和狓（狋）＝（狋），狋∈ ［－τ，０］，因此有

‖狓（狋）‖ ≤‖‖＋∫
狋

０
‖犳（狓（狊））‖ｄ狊≤ ‖‖＋∫

狋

０

（β１‖狓

‖＋β２‖狓（狊）‖＋

‖狓（狊－τ）‖）ｄ狊≤ ‖‖＋β１‖狓

‖犜＋β２∫

狋

０
‖狓（狊）‖ｄ狊＋∫

狋－τ

－τ
‖狓（狊）‖ｄ狊≤

（１＋τ）‖‖＋β１‖狓

‖犜＋β１‖∫

狋

０
‖狓（狊）‖ｄ狊．

其中：‖‖＝ ｓｕｐ
－τ≤θ≤０

‖（θ）‖ ．

根据引理２可以得到‖狓（狋）‖≤（（１＋τ）‖‖＋β１‖狓

‖犜）ｅｘｐ（β１狋），狋∈［０，犜］．所以，狓（狋）在［０，

犜］上是有界的．根据引理４，式（１０）在区间［０，＋∞）上存在一个连续解狓（狋）．

定理２　时滞神经网络（１０）全局渐近稳定于二次优化（１）的解，当矩阵犙是一个亚（半）正定矩阵．

证明　假设狓
是（１０）的平衡点，考虑如下的李亚普诺夫函数

犞（狓（狋））＝犞０（狓（狋））＋
１

２∫
狋

狋－τ

（狓（狊）－狓）
Ｔ（犙＋犙

Ｔ

２
＋犐）（狓（狊）－狓）ｄ狊．

其中：犐是狀维的单位向量；犞０（狓（狋））＝α（犳（狓）－犳（狓
）－〈犳′（狓），狓－狓〉）＋

１

２
‖狓－狓


‖
２，犳（狓）＝

１

２
狓Ｔ（
犙＋犙

Ｔ

２
）＋犮Ｔ狓，犳′（狓）＝（

犙＋犙
Ｔ

２
）＋狓＋犮，〈·，·〉表示内积．则有

ｄ犞０（狓（狋））

ｄ狋
＝〈α犳′（狓）－α犳′（狓），

ｄ狓
ｄ狋
〉＋〈狓－狓，

ｄ狓
ｄ狋
〉＝

〈α犳′（狓）－α犳′（狓），犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）〉＋

〈α犳′（狓）－α犳′（狓），－狓（狋）＋狓（狋－τ）〉＋

〈狓－狓，犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）〉＋〈狓－狓
，－狓（狋）＋狓（狋－τ）〉．

其中：〈α犳′（狓）－α犳′（狓），犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）〉＝〈α犳′（狓）－α犳′（狓
），犘Ω（狓（狋）－α×（犚
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（犙）狓（狋）＋犮））－狓〉＋〈α犳′（狓）－α犳′（狓），狓（狋）〉＝〈α犳′（狓），犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓
〉－〈α犳′

（狓），犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓
〉＋〈α犳′（狓）－α犳′（狓），狓－狓（狋）〉．

由此可得到

〈α犳′（狓），犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓
〉＝

〈α犳′（狓）－狓（狋）＋犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮）），犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓
〉＋

〈狓（狋）－犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮）），犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）〉＋

〈狓（狋）－犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮）），狓（狋）－狓
〉．

结合以上式子和引理３，可得

ｄ犞０（狓（狋））

ｄ狋
＝〈α犳′（狓）－狓（狋）＋犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮）），犘Ω（狓（狋）－

α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓〉－‖犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）‖
２
＋

〈狓（狋）－犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮）），狓（狋）－狓
〉－

〈α犳′（狓），犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓
〉＋

〈α犳′（狓）－α犳′（狓），狓 －狓（狋）〉＋〈α犳′（狓）－α犳′（狓），－狓（狋）＋狓（狋－τ）〉＋

〈狓（狋）－狓，犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）〉＋

〈狓（狋）－狓，－狓（狋）＋狓（狋－τ）〉≤

－‖犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）‖
２
＋〈狓－狓，－狓（狋）＋狓（狋－τ）〉＋

〈α犳′（狓）－α犳′（狓），－狓（狋）＋狓（狋－τ）〉＝

－‖犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）‖
２
＋

〈（α（
犙＋犙′
２

）＋犐）（狓（狋）－狓），－狓（狋）＋狓（狋－τ）〉．

　　因此，可以得到犞（狓（狋））对时间狋的导数为

ｄ犞（狓（狋））

ｄ狋
＝
ｄ犞０（狓（狋））

ｄ狋
＋
１

２
（狓（狋）－狓）

Ｔ（α（
犙＋犙′
２

）＋犐）（狓（狋）－狓）－

１

２
（狓（狋－τ）－狓）

Ｔ
×（α（

犙＋犙′
２

）＋犐）（狓（狋－τ）－狓）＝

－‖犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）‖
２
＋

〈（α（
犙＋犙′
２

）＋犐）（狓（狋）－狓），－狓（狋）＋狓（狋－τ）〉＋

１

２
（狓（狋）－狓）

Ｔ（α（
犙＋犙′
２

）＋犐）（狓（狋）－狓）－

１

２
（狓（狋－τ）－狓）

Ｔ（α（
犙＋犙′
２

）＋犐）（狓（狋－τ）－狓）＝

－‖犘Ω（狓（狋）－α（犚（犙）狓（狋）＋犮））－狓（狋）‖
２
－
１

２
（狓（狋）－狓（狋－τ））

Ｔ
×

（α（
犙＋犙′
２

）＋犐）（狓（狋）－狓（狋－τ））≤０．

　　
ｄ犞（狓（狋））

ｄ狋
＝０当且仅当

ｄ犞狓（狋）

ｄ狋
＝０．因此，系统在李雅普诺夫意义下是全局渐近稳定的，并且收敛

于系统的平衡解，也就是不定二次规划的最优解．

３　数值举例

例１　考虑如下二次规划问题

ｍｉｎ犳（狓）＝
１

２
狓Ｔ
２ １ ０

２ ２ １

烄

烆

烌

烎１ ０ １

狓＋（２，０，－２）狓，

ｓ．ｔ．　狓∈Ω

烅

烄

烆 ．
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其中：狓＝（狓１，狓２，狓３）
Ｔ，Ω＝｛（犺１，犺２，犺３）

Ｔ∶－２≤犺１，犺２，犺３≤２｝．

令犙＝

２ １ ０

２ ２ １

烄

烆

烌

烎１ ０ １

，τ＝０．５，因犚（犙）＝
１

２
（犙＋犙

Ｔ）＝

２ １．５ ０．５

１．５ ２ ０．５

０．５ ０．

烄

烆

烌

烎５ １

为正定矩阵，故矩阵犙为亚

正定矩阵．这个问题有唯一的最优解狓＝（－２，１，２）Ｔ．根据定理３，神经网络（１０）的平衡点是全局渐近

稳定的，并且收敛于二次规划的最优解狓．

利用５个初始值来测验神经网络，所有的结果显示出神经网络收敛到问题的最优解，仿真结果如图

１所示．对时滞神经网络和非时滞的神经网络进行了对比，结果如图２所示．

　　图１　神经网络仿真结果　　　　　　　　　　　　　　图２　神经网络的轨迹对比

　　Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ

例２　考虑如下二次规划问题：

ｍｉｎ犳（狓）＝
１

２
狓Ｔ
２ １ ２

１ ２ １

烄

烆

烌

烎２ １ １

狓＋（２，０，－２）狓，

ｓ．ｔ．　狓∈Ω

烅

烄

烆 ．

其中：狓＝（狓１，狓２，狓３）
Ｔ；Ω＝｛（犺１，犺２，犺３）

Ｔ∶－２≤犺１，犺２，犺３≤２｝．

令犙＝

２ １ ２

１ ２ １

烄

烆

烌

烎２ １ １

，犙为正定矩阵，是特殊的亚正定矩阵，问题有唯一的最优解狓＝（－２，０，２）
Ｔ．

令时间延迟狋＝０．２５，根据定理３，神经网络（１０）的平衡点是全局渐近稳定的，并且收敛于二次规划

的最优解狓．因此，利用７个初始值来测验神经网络，所有的结果显示出神经网络收敛到问题的最优

解，其仿真结果如图３所示．相应的，对时滞神经网络和非时滞的神经网络进行对比，结果如图４所示．

　　图３　神经网络仿真结果　　　　　　　　　　　　　图４　神经网络的轨迹对比

　　Ｆｉｇ．３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ
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４　结论

研究一种新的二次规划最优解的稳定性，是对以前凸规划的进一步深入推广，给出了解决此类问题

的投影时滞神经网络模型，以及鞍点定理与最优解的关系．同时，文中给出了判定平衡点全局指数稳定

的充分条件，并借助李亚普诺夫函数给出系统全局渐近稳定的新的充分条件．最后，用数值举例说明了

所给系统的有效性．
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