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某些调和函数的系数估计与

像区域的近于凸性质

王其文，黄心中

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究定义在单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上的调和函数类犆２犎（λ），得到犆
２
犎（λ）类中的函数为调和拟共形

映照的一个充分条件，并给出调和函数的解析部分、共轭解析部分的系数估计．在调和映照系数模满足一定的

条件下，给出该类函数的近于凸单叶半径与星像单叶半径估计，主要结果改进和推广了Ｋａｌａｊ等的相应结论．
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１　预备知识

假定犳（狕）＝狌（狕）＋ｉ狏（狕），狕＝狓＋ｉ狔是平面区域Ω犆上具有二阶连续偏导数的函数，如果Δ犳＝

４犳狕珔狕＝０，则犳（狕）为Ω上的调和函数．当Ω＝犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝为单位圆盘时，若犳（狕）为定义在犇 上的局

部单叶保向调和函数，则存在犇上的解析函数犺（狕）和犵（狕），使得犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）；若犳（狕）为单叶保

向调和函数，由Ｌｅｗｙ定理
［１］可知，犳（狕）的Ｊａｃｏｂｉａｎ恒正，即犑犳＝｜犺′｜

２－｜犵′｜
２
＞０．若存在常数０≤犽＜

１，使得｜犵′／犺′｜≤犽，则称犳（狕）为犇上的调和拟共形映照．

设犎 表示单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上复值调和函数类犳（狕），且满足犳（０）＝犳狕（０）－１＝０．犳（狕）表

示为犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其中：犺（狕）和犵（狕）在犇内解析，且

犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，　　犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀． （１）

　　令犛犎 表示犎 内单叶保向函数类犳＝犺＋珚犵，当犳珔狕（０）＝０时，其子类为犛
０
犎＝｛犳∈犛犎∶犳珔狕（０）＝０｝．

犆犎 表示由单位圆盘犇 映照到近于凸区域的保向调和函数犳＝犺＋珚犵∈犎 组成．令０＜λ≤１，记

犆２犎 ＝ ｛犳∈犛犎狘狘犺′（狕）－１狘＜１－狘犵′（狕）狘，狕∈犇｝，

犆２犎（λ）＝ ｛犳∈犛犎狘狘犺′（狕）－１狘＜λ－狘犵′（狕）狘，狕∈犇｝．

给出满足系数条件的两类调和函数，对这两类调和函数的研究有不少相应的成果［２］．Ｋａｌａｊ证明了以下

两个定理．

定理１　设犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，狘犫１狘＜１，犳＝犺＋珚犵，且系

数满足条件∑
∞

狀＝２

狀狘犪狀狘＋∑
∞

狀＝１

狀狘犫狀狘≤１，那么犳∈犆
２
犎．

定理２　 设犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，犫１＜０，犳＝犺＋珚犵，且系数

满足条件∑
∞

狀＝２

狀狘犪狀狘＋∑
∞

狀＝１

狀狘犫狀狘≤１，那么犳∈犆
２
犎∩犛

０
犎 ，其中：犛

０
犎 表示犛

０
犎 中的星像函数类．
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　　Ｃｌｕｎｉｅ等
［３］定义了在犛０犎 内的Ｋｏｅｂｅ函数，并且给出两个系数猜想．犛

０
犎 内的Ｋｏｅｂｅ函数为

犽（狕）＝犎（狕）＋犌（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犃狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝２

犅狀狕
狀．

其中：犃狀＝
１

６
（２狀＋１）（狀＋１），犅狀＝

１

６
（２狀－１）（狀－１），狀≥１．

猜想１　若犳＝犺＋珚犵∈犛
０
犎，那么系数满足不等式｜犪狀｜≤犃狀，｜犫狀｜≤犅狀，狀≥１．

令犓犎 表示由单位圆盘犇 映照到凸区域的保向调和函数犳＝犺＋珚犵∈犎 组成，当犳珔狕（０）＝０时，其子

类犓０犎＝｛犳∈犓犎∶犳珔狕（０）＝０｝．

猜想２　若犳＝犺＋珚犵∈犓
０
犎，那么系数满足不等式｜犪狀｜≤

狀＋１
２
，｜犫狀｜≤

狀－１
２
，狀≥１．

Ｋａｌａｊ等
［２］在上述定理１，２的基础上，研究了满足上述系数猜想的调和函数的近于凸与星像单叶半

径问题，并且证明了定理３，４，５．

定理３　设犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，并且系数的条件满足｜犪狀｜≤

犃狀，｜犫狀｜≤犅狀．则犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在圆盘｜狕｜＜狉狊内是近于凸的（单叶）且星形的，其中：狉狊是二次方程

槡２狉
２－（ 槡１＋２２）狉 槡＋ ２－１＝０在区间（０，１）内的根．

定理４　设犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀 定义在单位圆盘犇 上，且系数的条件满足｜犪狀｜≤

狀＋１
２
，｜犫狀｜≤

狀－１
２
．则犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在圆盘｜狕｜＜狉狊 内是近于凸的（单叶）且星形的，其中：狉狊 是３

次方程２狉３－６狉２＋７狉－１＝０在区间（０，１）内的根．

定理５　设犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，｜犫１｜＜１且系数的条件满足

｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤犆，则犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在圆盘｜狕｜＜狉狊 内近于凸的（单叶）且星形的，其中：狉狊＝１－

犆
犆＋１－｜犫１槡 ｜

．结果是精确的．

近年来，对单叶调和函数成为调和拟共形映照问题的研究引起了不少学者的关注［４?１０］，也得到了不

少有趣的结果．

２　主要结果及证明

定理６　 设犳＝犺＋珚犵定义在单位圆盘犇 上，犺和犵 在犇 内解析，犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝

∑
∞

狀＝１

犫狀狕
狀．若犳∈犆

２
犎（λ），０＜λ＜１时，则犳（狕）为调和犓?拟共形映照，其中：犓＝

１＋λ
１－λ

．

证明　当犳∈犆
２
犎（λ）时，有

狘犳狕（狕）－１狘＜λ－狘犳珔狕（狕）狘，　　０≤狘犳狕（狕）－１狘＜λ （２）

成立．即１－λ＜｜犺′（狕）｜＜１＋λ．

将式（２）两边同时除以｜犺′（狕）｜，有

狘犵′（狕）狘
狘犺′（狕）狘

＜
λ

狘犺′（狕）狘
－
狘犺′（狕）－１狘
狘犺′（狕）狘

． （３）

　　令ω＝
１

犺′（狕）
，则 １

１＋λ
＜｜ω｜＜

１

１－λ
，式（３）变为

狘犵′（狕）狘
狘犺′（狕）狘

＜λ狘ω狘－狘１－狘ω狘狘． （４）

　　当１＜｜ω｜＜
１

１－λ
时，｜犵′

（狕）｜
｜犺′（狕）｜

＜１－（１－λ）｜ω｜，有
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犽＝ｓｕｐ
狕∈犇

狘犵′（狕）狘
狘犺′（狕）狘

≤λ＜１，

则犳（狕）是犓１－狇犮调和映照，其中：犓１＝
１＋λ
１－λ

．

当 １

１＋λ
＜｜ω｜≤１时，

｜犵′（狕）｜
｜犺′（狕）｜

＜（１＋λ）｜ω｜－１，有

犽＝ｓｕｐ
狕∈犇

狘犵′（狕）狘
狘犺′（狕）狘

≤λ＜１，

则犳（狕）是犓２－狇犮调和映照，其中：犓２＝
１＋λ
１－λ

．

综上所述，有犳（狕）为调和拟共形映照．

注１　当λ＝１时，犳（狕）＝狕＋
１

２
珔狕２，此时犳（狕）∈犆

２
犎，但是犳（狕）不是调和拟共形映照；而当λ＝

１

２
时，

犳（狕）＝狕＋
１

４
珔狕２，此时犳（狕）∈犆

２
犎（
１

２
），犳（狕）是调和拟共形映照．

定理７　设犳＝犺＋珚犵定义在单位圆盘犇 上，其中犺和犵在犇 内解析，犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝

∑
∞

狀＝１

犫狀狕
狀．若犳∈犆

２
犎（λ），有

狘犪狀狘≤
λ
２
－狘犫１狘槡

２

狀
，狘犫狀狘≤

λ
２
－狘犫１狘槡

２

狀
，　　狀≥２，

狘犪狀狘＋狘犫狀狘≤
２（λ

２
－狘犫１狘

２
槡 ）

狀
，　　狀≥２．

　　证明　由于犳∈犆
２
犎（λ），则不等式｜犺′（狕）－１｜＜λ－｜犵′（狕）｜成立，且｜犫１｜＜λ．令

犉（狕）＝犺′（狕）－１＋犵′（狕）＝∑
∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀－１
＋∑

∞

狀＝１

狀犫狀狕
狀－１，

则｜犉（狕）｜＝｜犺′（狕）－１｜＋犵′（狕）｜≤｜犺′（狕）－１｜＋｜犵′（狕）｜＜λ．

当狕＝狉ｅｉθ时，其中：０＜狉＜１，０≤θ≤２π．由Ｐａｒｓｅｖａｌ等式得

狘犫１狘
２
＋∑

∞

狀＝２

狀２（狘犪狀狘
２
＋狘犫狀狘

２）狉２
（狀－１）

＝
１

２π∫
２π

０
狘犉（狉ｅ

ｉθ）狘
２犱θ≤λ

２．

　　对任意狀≥２时，由于｜犫１｜＜λ，可以得到

狀２（狘犪狀狘
２
＋狘犫狀狘

２）狉２
（狀－１）

≤λ
２
－狘犫１狘

２．

　　令狉→１
－，得到不等式狀２（｜犪狀｜

２＋｜犫狀｜
２）≤λ

２－｜犫１｜
２，那么有

狘犪狀狘≤
λ
２
－狘犫１狘槡

２

狀
，狘犫狀狘≤

λ
２
－狘犫１狘槡

２

狀
，　　狀≥２，

狘犪狀狘＋狘犫狀狘≤
２（λ

２
－狘犫１狘

２
槡 ）

狀
，　　狀≥２

成立．

定理８　 设犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，｜犫１｜＜１，且系数的条件满足

｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤α狀
２＋β狀＋γ，其中：α，β，γ是非负常数，狀≥２．那么，犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在犇上为调和函数，

且在圆盘｜狕｜＜狉狊内是近于凸的（单叶），其中：狉狊是方程

α（－狉
４
＋４狉

３
－５狉

２
＋８狉）

（１－狉）
４ ＋β

（狉３－３狉
２
＋４狉）

（１－狉）
３ ＋

γ（２狉－狉
２）

（１－狉）
２ －（１－狘犫１狘）＝０

在区间（０，１）内的最小正根，且该半径的估计是精确的．

证明　由｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤α狀
２＋β狀＋γ，知犺，犵在犇 内收敛，则犺，犵在犇 内解析．所以犳＝犺＋珚犵在犇

内是调和的．令０＜狉＜１，设
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犳狉（狕）＝
１

狉
犳（狉狕）＝

１

狉
犺（狉狕）＋

１

狉
犵（狉狕）＝

狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狉
狀－１狕狀＋∑

∞

狀＝１

犫狀狉
狀－１狕狀．

由定理１知，若

犛＝∑
∞

狀＝２

狀狘犪狀狘狉
狀－１
＋∑

∞

狀＝１

狀狘犫狀狘狉
狀－１
≤

狘犫１狘＋∑
∞

狀＝２

狀（α狀
２
＋β狀＋γ）狉

狀－１
≤１，

则有犳狉∈犆
２
犎 成立．

根据条件，证明下列不等式成立．

α∑
∞

狀＝２

狀３狉狀－１＋β∑
∞

狀＝２

狀２狉狀－１＋γ∑
∞

狀＝２

狀狉狀－１ ≤１－狘犫１狘． （５）

　　因为∑
∞

狀＝１

狀狉狀－１ ＝
１

（１－狉）
２
，∑
∞

狀＝１

狀２狉狀－１ ＝
１＋狉
（１－狉）

３
，∑
∞

狀＝１

狀３狉狀－１ ＝
狉２＋４狉＋１
（１－狉）

４
，将其代入式（５）有

α（－狉
４
＋４狉

３
－５狉

２
＋８狉）

（１－狉）
４ ＋β

（狉３－３狉
２
＋４狉）

（１－狉）
３ ＋

γ（２狉－狉
２）

（１－狉）
２ ≤１－狘犫１狘

成立．狉狊是方程

α（－狉
４
＋４狉

３
－５狉

２
＋８狉）

（１－狉）
４ ＋β

（狉３－３狉
２
＋４狉）

（１－狉）
３ ＋

γ（２狉－狉
２）

（１－狉）
２ －（１－狘犫１狘）＝０

的最小正根，便可得到犳狉狊（狕）是｜狕｜＜１上近于凸调和函数，从而犳（狕）在｜狕｜＜狉狊近于凸．

关于狉狊的精确性问题，取

犉（狕）＝犎０（狕）＋犌０（狕）＝狕－∑
∞

狀＝２

α狀
２狕狀－狘犫１狘狕＋∑

∞

狀＝２

（狀β＋γ）狕
狀，

从而有

犑犉（狉）＝狘犎′０（狉）狘
２
－狘犌′０（狉）狘

２
＝

（狘犎′０（狉）狘＋狘犌′０（狉）狘）（狘犎′０（狉）狘－狘犌′０（狉）狘）＝

（１－狘犫１狘－∑
∞

狀＝２

狀（α狀
２
＋β狀＋γ）狉

狀－１）（１＋狘犫１狘－∑
∞

狀＝２

狀（α狀
２
－β狀－γ）狉

狀－１）．

　　令犑犉（狉）＝０，那么有∑
∞

狀＝２

狀（α狀
２
＋β狀＋γ）狉

狀－１
＝１－狘犫１狘，则狉＝狉狊；或者∑

∞

狀＝２

狀（α狀
２
－β狀－γ）狉

狀－１
＝

１＋狘犫１狘，则狉＝狉′狊＞狉狊．故当狉狊＜狉＜狉′狊时，犑犉（狉）＜０．所以，若狉＞狉狊，函数犉（狕）在｜狕｜＜狉内不是单叶

的，这就证明了狉狊不能取得更大的数．

当α，β，γ分别取不同的特殊值时，得到下面几个重要的结果，改进了由Ｋａｌａｊ等得到的相应结论．

１）当α＝２／３，β＝０，γ＝１／３时，可以得到

推论１　设犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，｜犫１｜＜１，且系数的条件满足

｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤
２狀２＋１
３

，则犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在圆盘｜狕｜＜狉狊内是近于凸的（单叶）．其中：狉狊是方程

－３狉
４
＋１２狉

３
－１５狉

２
＋１０狉

３（１－狉）
４ －（１－狘犫１狘）＝０

在区间（０，１）内的最小正根．

注２　令犫１＝０，应用定理２后，得到的结果改进了定理３．

２）当α＝０，β＝１，γ＝０时，可以得到

推论２　设犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀定义在单位圆盘犇 上，｜犫１｜＜１且系数的条件满足

｜犪狀｜＋｜犫狀｜≤狀．则犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）在圆盘｜狕｜＜狉狊内是近于凸的（单叶）．其中：狉狊是方程
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狉３－３狉
２
＋４狉

（１－狉）
３ －（１－狘犫１狘）＝０

在区间（０，１）内的最小正根．

注３　令犫１＝０，应用定理２后得到的结果改进了定理４．

３）当α＝０，β＝０，γ＝犆时，同理可得到定理５的结果．
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