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具有源的牛顿渗流方程解的存在性的一些补充
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摘要：　讨论一类具有源的Ｎｅｗｔｏｎ渗流方程Ｃａｕｃｈｙ问题狌狋＝Δ狌
犿－λ狌狆，（狓，狋）∈犛犜＝犚

犖×（０，犜）解的非存

在性．采用反证法，证明在一定条件下方程不存在非平凡解．
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１　预备知识

讨论下列Ｃａｕｃｈｙ问题解的存在性问题，即

狌狋＝Δ狌
犿
－λ狌狆，　　（狓，狋）∈犛犜 ＝犚

犖
×（０，犜）， （１）

狌（狓，０）＝０，　　狓∈犚
犖／｛０｝． （２）

式（１），（２）中：犖≥３，狆＞０，λ＞０．文中所采用类似文献［１］的方法，讨论方程（１）在０＜犿＜１－２／犖（犖≥

３）解的非存在性．

许多物理现象都可以用非线性扩散方程狌狋＝Δ狌
犿－λ狌狆 来描述，该方程称为Ｎｅｗｔｏｎ渗流方程或多

孔介质方程．当犿＞１时方程具有退化性，而当犿＜１时具有奇异性；方程中非线性项λ狌狆 描述扩散过

程中的非线性源，当λ＞０时称“冷源”，当λ＜０时称为“热源”．对于常规渗流扩散方程（犿＝１）、缓慢渗

流扩散方程（犿＞１）和快速渗流扩散方程（（１－２／犖）
＋
＜犿＜１）解的存在性问题，已在相应的文献［２?４］

中得到了证明，也就是问题（１），（２）在１＜狆＜犿＋２／犖 时有一个满足初始条件

狌（狓，０）＝δ（狓） （３）

的解．这里δ（狓）表示中心在原点的狄拉克函数．另外，在文献［４?５］中也证明了在以上条件满足的情况

下，问题（１），（２）有一个非常奇异解，即方程的解狑还满足以下３点性质：

ｉ）狑∈犆（珚犛犜／｛（０，０）｝）；

ｉｉ）狑（狓，０）＝０，狓∈犚
犖／｛０｝；

ｉｉｉ）ｌｉｍ
狋→０

＋∫狘狓狘＜狉狑（狓，狋）ｄ狓＝ ∞，狉＞０．

２　主要结果

定理１　设０＜犿＜１－２／犖（犖≥３），狆＞犿犖／（犖－２），λ＞０，则Ｃａｕｃｈｙ问题（１），（２）无解．

定义１　Ｃａｕｃｈｙ问题（１），（２）的解狌是定义在犛犜 中的一个非负函数，且满足下列条件：

１）对τ（０，犜），有狌∈犆（０，犜；犔
１（犚犖））∩犆（犛犜）∩犔

∞（犚犖×（τ，犜））；

２）对ξ∈犆
２
０（犛犜），有犛犜

（狌ξ狋＋狌Δξ－λ狌
狆
ξ）ｄ狓ｄ狋＝０；
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　 　３）对 φ∈犆
∞
０ （犚

犖），有ｌｉｍ
狋→０∫犚

犖
狌（狓，狋）φ（狓）ｄ狓＝φ（０）．

首先，证明下面两个引理．

引理１　假设狆＞犿犖／（犖－２），狌是Ｃａｕｃｈｙ问题（１），（２）的一个解，则对狉＞０有

∫
Ｔ

０∫狘狓狘＜狉狌
狆ｄ狓ｄ狋＜ ∞， （４）

且对ξ∈犆
２
０（犛犜），有

犛犜

（狌ξ狋＋狌
犿
Δξ－λ狌

狆
ξ）ｄ狓ｄ狋＝０． （５）

　　证明　因为狌∈犆（０，犜；犔
１（犚犖）），且对犡∈犆∞０ （犚

犖）有

ｌｉｍ
狋→０∫犚

犖
狌（狓，狋）犡（狓）ｄ狓＝犡（０），

则由一致有界原则可知：狌∈犔∞（０，犜；犔１（犚犖））．

由解的定义，对任意的犡∈犆∞０ （犚
犖）和τ∈（０，犜）有

∫犚
犖
狌（狓，犜）犡（狓）ｄ狓＋λ∫

Ｔ

τ∫犚
犖
狌狆犡（狓）ｄ狓ｄ狋＝∫

Ｔ

τ∫犚
犖
狌犿Δ犡ｄ狓ｄ狋＋∫犚

犖
狌（狓，τ）犡（狓）ｄ狓≤

（∫
Ｔ

τ∫犚
犖
狘Δ犡狘ｄ狓ｄ狋）

１－犿（∫
Ｔ

τ∫犚
犖
狌狘Δ犡狘ｄ狓ｄ狋）

犿
＋∫犚

犖
狌（狓，τ）犡（狓）ｄ狓． （６）

当｜狓｜＜狉时，选择犡（狓）＝１；令τ→０，可以得到式（４）．

设φ犽（狓，狋）＝η犽（｜狓｜
２）ξ（狓，狋）．其中：ξ（狓，狋）∈犆

∞
０ （犚

犖×（－犜，犜）），η（狊）∈犆
∞（犚），且满足下面３个

性质：

１）０≤η（狊）≤１；

２）若狊≤１，则η（狊）＝０；

３）当狊≥２时η（狊）＝１．

因此，定义η犽（狊）＝η（犽狊）．由于对犽＞０，φ犽（狓，狋）在原点（０，０）的一个邻域内变为０，由解的定义可

知狌满足

∫
Ｔ

０∫犚
犖
（狌φ犽狋＋狌

犿
Δφ犽－λ狌

狆
φ犽）ｄ狓ｄ狋＝０．

因此，只需证明当犽→＋∞时，有

∫
Ｔ

０∫犚
犖
狌犿Δφ犽ξｄ狓ｄ狋→０，

∫
Ｔ

０∫犚
犖
狌犿η犽ξｄ狓ｄ狋→０

烍

烌

烎．

（７）

记犇犽＝｛狓｜犽
－１
＜｜狓｜

２
＜２犽

－１｝，则有

狘犇犽狘＝ｍｅｓ犇犽 ≤犆犽
－犖／２．

　　由赫尔德不等式和式（４）可得

狘∫
Ｔ

０∫犚
犖
狌犿Δη犽ξｄ狓ｄ狋狘≤犆犽犇犽

狌犿ｄ狓ｄ狋≤犆犽狘犇犽狘
１－犿／狆（犇犽

狌狆ｄ狓ｄ狋）犿
／狆
≤

犆犽１－犖
／２（１－犿／狆）（犇犽

狌狆ｄ狓ｄ狋）犿
／狆，

狘∫
Ｔ

０∫犚
犖
狌犿η犽ξｄ狓ｄ狋狘≤犆犽

１／２

犇犽

狌犿ｄ狓ｄ狋≤犆犽
１／２
狘犇犽狘

１－犿／狆（犇犽

狌狆ｄ狓ｄ狋）犿
／狆
≤

犆犽１
／２－犖／２（１－犿／狆）（犇犽

狌狆ｄ狓ｄ狋）犿
／狆，

显然，当狆＞
犿犖
犖－２

时，１－
犖
２
（１－

犿

狆
）＜０．因此当犽→＋∞时，式（７）成立．

引理２　设狌∈犆（０，犜；犔
１（犚犖）），狌≥０，则对φ∈犆

∞
０ （犚

犖），有

ｌｉｍ
狋→０∫犚

犖
狌（狓，狋）φ（狓）ｄ狓＝φ（０）．
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　　证明　设犼（狊）∈犆∞０ （犚），犼（狊）≥０；当｜狊｜＞１时，犼（狊）＝０，∫犚
犼（狊）ｄ狊＝１．对与犺＞０，定义犼犺（狊）＝

犺－１犼（狊／犺）和η犺（狊）＝１－∫
狋－τ－２犺

－∞
犼犺（狊）ｄ狊．其中，τ∈（０，犜）是一个固定的数．

显然，η犺（狊）∈犆
∞
０ （犚），当狋＜τ＋犺时，η犺（狋）＝１，０≤η犺≤１，而当狋＞τ时，有ｌｉｍ

犺→０
η犺（狋）＝０．对于φ∈

犆∞０ （犚
犖），在式（４）中令ξ（狓，狋）＝φ（狓）η犺（狋），则有

－∫
Ｔ

０∫犚
犖
犼犺（狋－τ－２犺）狌φｄ狓ｄ狋＋∫

Ｔ

０∫犚
犖
（狌犿η犺Δφ－λ狌

狆
η犺φ）ｄ狓ｄ狋＝０．

令犺→０，可得到

∫犚
犖
狌（狓，τ）φ（狓）ｄ狓＝∫

Ｔ

０∫犚
犖
（狌犿Δφ－λ狌

狆
φ）ｄ狓ｄ狋．

于是由式（４）可以推导出

ｌｉｍ
τ→０∫犚

犖
狌（狓，τ）φ（狓）ｄ狓＝０．

　　定理１的证明　（反证法
［１］）设Ｃａｕｃｈｙ问题（１），（２）有解，由引理１，２可知，对于φ∈犆

∞
０ （犚

犖），有

ｌｉｍ
狋→０∫犚

犖
狌（狓，狋）φ（狓）ｄ狓＝０．

这与定义１矛盾，故定理得证．
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